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Дифференциальные уравнения представляют собой математические модели
различных процессов и явлений. В отличие от линейных, нелинейные дифферен-
циальные уравнения мало изучены. Сложности в изучении нелинейных диффе-
ренциальных уравнений связаны с наличием подвижных особых точек. Предло-
жен метод приближенного решения нелинейного дифференциального уравнения
с подвижными особыми точками, включающий в себя решение шести задач. Ре-
шены первые две задачи: теорема существования и единственности решения
нелинейного дифференциального уравнения; построение приближенного реше-
ния и исследование влияния возмущения начальных условий на приближенное
решение. Приведено доказательство теоремы существования и единственно-
сти решения рассматриваемого нелинейного дифференциального уравнения в
окрестности подвижной особой точки и получена структура приближенного
решения.

Ключевые слова: подвижная особая точка, нелинейное дифференциальное урав-
нение второго порядка, приближенное решение, метод мажорант, окрестность
подвижной особой точки.

CONSTRUCTION OF APPROXIMATE SOLUTION OF ONE NONLINEAR
DIFFERENTIAL SECOND-ORDER EQUATION IN THE NEIGHBORHOOD
OF MOVABLE SINGULAR POINT
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Differential equations are mathematical models of various processes and phenomena.
In contrast to linear, the nonlinear differential equations have been poorly studied.
Difficulties in the study of nonlinear differential equations are associated with
movable singular points. The method to solve approximately a nonlinear differential
equation with movable singularities comprising the decision of six problems, is
proposed. First two problems — theorem of existence and uniqueness of solutions
of nonlinear differential equations as well as construction of approximate solutions
and study of the initial condition perturbation influence on the approximate solution,
are considered. Proof of the theorem of the solution existence and uniqueness of this
nonlinear differential equation in the neighbourhood of movable singular point, and
the approximate solution structure, are given.

Keywords: movable singular point, nonlinear differential equation of second order,
approximate solution, method of majorants, neighbourhood of movable singular point.

Введение. Нелинейные дифференциальные уравнения представля-
ют большой интерес в связи с их приложением во многих областях
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науки и техники [1]. Решения нелинейных уравнений связаны с боль-
шими трудностями, вызванными наличием подвижных особых точек
у интегралов этих уравнений, которые и являются препятствием к
использованию известных в настоящее время приближенных числен-
ных и аналитических методов решения [2, 3]. Отметим работы, на-
правленные на разрешение в квадратурах нелинейных дифференци-
альных уравнений с подвижными особыми точками, но это удается
сделать лишь в частных случаях [4].

Материалы и методы решения задачи и принятые допущения.
Применяется метод решения нелинейных дифференциальных уравне-
ний, предложенный в работах [1, 5], который состоит из шести этапов.
В статьях [6–9] были решены первые две задачи указанного выше ме-
тода для области аналитичности.

В настоящей работе предложено решение следующих задач: до-
казана теорема существования и единственности решения рассматри-
ваемого нелинейного дифференциального уравнения в окрестности
подвижной особой точки и построено приближенное решение в ука-
занной области. При доказательстве теоремы существования был при-
менен метод мажорант, но не к правой части дифференциального урав-
нения, как это сделано в классической литературе [10], а к решению
самого нелинейного дифференциального уравнения [1, 5, 11].

В статье использовано понятие “нормальная форма” для нели-
нейных дифференциальных уравнений, введенное в работе [1], ко-
гда общая структура уравнения с полиномиальной правой частью
y(κ) (x) = a0 (x) y

n (x) + a1 (x) y
n−1 (x) + . . . + an−1 (x) y (x) + an (x)

с помощью некоторой замены приводится к виду y(κ) (x) = yn (x) +
+ r (x), где κ — порядок производной; n — степень функции. Эта
терминология является продолжением для упрощенной структуры не-
линейного дифференциального уравнения, упомянутой для уравнения
Абеля в работе [12].

Результаты. Рассматривается нелинейное дифференциальное урав-
нение второго порядка

y′′ (x) = a0 (x) y
5 (x) + a1 (x) y

4 (x) + a2 (x) y
3 (x)+

+ a3 (x) y
2 (x) + a4 (x) y (x) + a5 (x) , (1)

где ai, i = 0, 1, . . . , 5 — аналитические функции в рассматриваемой

области. Заменой переменной y (x) =
u (x)
4
√
a0 (x)

−
a1 (x)

5a0 (x)
при выпол-

нении условий

a1 (x)

5a0 (x)
=
a2 (x)

2a1 (x)
=
a3 (x)

a2 (x)
=

2

(

a4 (x) +
a′′0 (x)

4a0 (x)
−
5

16

(
a′′0 (x)

a0 (x)

)2)

a3 (x)
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уравнение (1) приводится к нормальной форме [6] u′′ (x) = u5 (x) +
+ r (x). Здесь

r (x) = −
a51 (x)

4
√
a0 (x)

55a40 (x)
−
3a

′′

0 (x)
4
√
a0 (x)

20a20 (x)
+ a5 (x)

4
√
a0 (x)+

+
a′′1 (x)

4
√
a0 (x)

5a0 (x)
−
2a′0 (x) a

′
1 (x)

4
√
a0 (x)

5a20 (x)
+

+
2 (a′0 (x))

2
a1 (x)

4
√
a0 (x)

5a30 (x)
−
(a′′0 (x))

2
a1 (x)

4
√
a0 (x)

16a30 (x)
+
a′0 (x)

2a0 (x)
u′ (x) ,

в каждой области, в которой a0 (x) 6= 0.
Рассмотрим задачу Коши

y′′ (x) = y5 (x) + r (x) ; (2)

y (x0) = y0, y
′ (x0) = y1. (3)

Теорема 1. Пусть x∗ — подвижная особая точка y (x) задачи (2),
(3) и функция r (x) удовлетворяет следующим условиям:

1) r (x) ∈ C∞ в области |x∗ − x| < ρ0, ρ0 = const > 0;

2) ∃M0 :

∣
∣r(n) (x∗)

∣
∣

n!
≤M0, M0 = const, n = 0, 1, 2, . . .

Тогда существует единственное решение задачи Коши (2), (3) в
виде

y (x) = (x∗ − x)−1/2
∞∑

n=0

Cn (x
∗ − x)n/2 , C0 6= 0, (4)

правильная часть которого сходится в области

|x∗ − x| < ρ2, (5)

где ρ2 = min {ρ0, ρ1}, ρ1 =
1

4 5
√
(+1)2

, M = max {M0, α}, α — пара-

метр, зависящий от условий (3).
J В соответствии с условием теоремы имеем

r (x) =
∞∑

n=0

Bn (x
∗ − x)n . (6)

Учитывая структуру решения в окрестности подвижной особой точ-

ки, в общем случае y (x) = (x∗ − x)ρ
∞∑

n=0

Cn (x
∗ − x)n/2, C0 6= 0, из

уравнения (2) получаем
(
∞∑

n=0

Cn (x
∗ − x)n/2+ρ

)′′

=

(
∞∑

n=0

Cn (x
∗ − x)n/2+ρ

)5

+
∞∑

n=0

Bn (x
∗ − x)n .
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После выполнения соответствующих операций имеем

∞∑

n=0

Cn (n/2 + ρ) (n/2 + ρ− 1) (x
∗ − x)n/2+ρ−2 =

=
∞∑

n=0

D∗∗n (x
∗ − x)n/2+5ρ +

∞∑

n=0

Bn (x
∗ − x)n , (7)

гдеD∗∗n =
n∑

i=0

D∗n−iCi,D
∗
n =

n∑

i=0

Dn−iDi,Dn =
n∑

i=0

Cn−iCi, n = 0, 1, 2, . . .

Равенство (7) обратится в тождество при выполнении условий

1) n/2 + ρ− 2 = n/2 + 5ρ; (8)

2) Cn (n/2 + ρ) (n/2 + ρ− 1) = D
∗∗
n . (9)

Здесь

D∗∗n =

{
D∗∗n , n ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 6, 8, ..., 2k} ;
D∗∗n +Bn−5, n ∈ {5, 7, 9, ..., 2k + 1} .

(10)

Из условия (8) следует ρ = −1/2, а соотношение (9) позволяет од-
нозначно определить все коэффициенты Cn. При этом вариант C0 = 0
отбрасываем, так как в этом случае получаем противоречие с предпо-
ложением относительно характера особой точки x∗. Согласно соотно-

шению (9), C0 =
4

√
3

4
, C1 = C2 = C3 = C4 = 0, C5 = −

4

7
B0, C6 = α,

C7 =
4

9
B1, C8 = 0, C9 =

4

33
B2, C10 =

20

147
4

√
27

4
B20 . Таким образом,

получено однозначно формальное представление решения задачи (2),
(3) в окрестности точки x∗ в виде (4).

Докажем сходимость правильной части ряда (4) в области (5). Из

условия теоремы следуетM = sup
n

∣
∣r(n) (x∗)

∣
∣

n!
, n = 0, 1, 2, . . ., тогда для

коэффициентов ряда (6) справедлива оценка

|Bn| ≤M. (11)

Из выражения (9) с учетом (10), (11) для коэффициентов Cn пред-

полагаем оценку: |Cn| ≤
1

(n+ 2) (n− 6)
2nM (M + 1)[n/5] = vn, n =

= 0, 1, 2, . . . Исходя из закономерности образования коэффициентов
Cn, с помощью метода математической индукции докажем эту оценку
для коэффициента Cn+1 при n+ 1 = 5 (2k + 1) = 10k + 5:

|C10k+5 ((10k + 5) /2 + ρ) ((10k + 5) /2 + ρ− 1)| ≤

≤
∣
∣D∗∗10k+5

∣
∣ ≤

∣
∣D∗∗10k+5 +B10k

∣
∣ ≤

∣
∣D∗∗10k+5

∣
∣+ |B10k| ≤
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≤

∣
∣
∣
∣
∣

10k+5∑

i=0

D∗10k+5−iCi

∣
∣
∣
∣
∣
+|B10k+5| ≤

∣
∣
∣
∣
∣
∣

10k+5∑

i=0




10k+5−i∑

j=0

D10k+5−i−jDj



Ci

∣
∣
∣
∣
∣
∣
+|B10k+5| ≤

≤

∣
∣
∣
∣
∣
∣

10k+5∑

i=0




10k+5−i∑

j=0

(
10k+5−i−j∑

m=0

C10k+5−i−j−mCm

)(
j∑

l=0

Cj−lCl

)

Ci

∣
∣
∣
∣
∣
∣
+|B10k+5| .

Тогда при ρ = −1/2 после преобразований получим

|C10k+5| ≤
22

(10k + 7) (10k − 1)
×

×

∣
∣
∣
∣
∣
∣

10k∑

i=1




10k−i∑

j=1




10k−i−j∑

m=1

210k−i−j−mM (M + 1)
10k−i−j−m

5

(10k − i− j −m+ 2) (10k − i− j −m− 6)∗
×

×
2mM (M + 1)

m
5

(m+ 2) (m− 6)∗

) (
j∑

l=1

2j−lM (M + 1)
j−l
5

(j − l + 2) (j − l − 6)∗
2lM (M + 1)

l
5

(l + 2) (l − 6)∗

))

×

×
2iM (M + 1)

i
5

(i+ 2) (i− 6)∗
+M

∣
∣
∣
∣
∣
∣
≤

22

(10k + 7) (10k − 1)
×

×




10k∑

i=1




10k−i∑

j=1

(

210k−i−jM2 (M + 1)
10k−i−j
5 2jM2 (M + 1)

j
5 ×

×

(
10k−i−j∑

m=1

1

(m+ 2) (m− 6)∗ (10k − i− j −m+ 2) (10k − i− j −m− 6)∗

)

×

×

(
j∑

l=1

1

(l + 2) (l − 6)∗ (j − l + 2) (j − l − 6)∗

)))
2iM (M + 1)

i
5

(i+ 2) (i− 6)∗
+ M) ≤

≤
22

(10k + 7) (10k − 1)
210kM5 (M + 1)

2k
2

(

1 +
1

210kM4 (M + 1)
2k

)

≤

≤
210k+2M (M + 1)

2k

(10k + 7) (10k − 1)
22 ≤

210k+5M (M + 1)
2k+1

(10k + 7) (10k − 1)
,

где

(10k − i− j −m− 6)∗ =

=

{
1, (10k − i− j −m) = 1, 2, 3, 4, 5, 6;
(10k − i− j −m− 6) , (10k − i− j −m) = 7, 8, 9, . . . ;

(j − l − 6)∗ =

{
1, (j − l) = 1, 2, 3, 4, 5, 6,
(j − l − 6) , (j − l) = 7, 8, 9, . . . ;

(m− 6)∗ =

{
1,m = 1, 2, 3, 4, 5, 6,
(m− 6) ,m = 7, 8, 9, . . . ;

(l − 6)∗ =

{
1, l = 1, 2, 3, 4, 5, 6,
(l − 6) , l = 7, 8, 9, . . . ;
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(i− 6)∗ =

{
1, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6,
(i− 6) , i = 7, 8, 9, . . .

Аналогичное доказательство имеем и при n + 1 = 10k + 1, n +
+ 1 = 10k + 2, n+ 1 = 10k + 3, n+ 1 = 10k + 4. Рассмотрим ряд

∞∑

n=1

vn |x
∗ − x|(n−1)/2 , (12)

который является мажорирующим для ряда
∞∑

n=1

Cn |x
∗ − x|(n−1)/2.

Учитывая закономерность структуры коэффициентов Cn, ряд (12)
представляем в виде

∞∑

n=1

vn |x
∗ − x|(n−1)/2 =

=
∞∑

k=1

v5k |x
∗ − x|(5k−5)/2 +

∞∑

k=1

v5k+1 |x
∗ − x|(5k−4)/2+

+
∞∑

k=1

v5k+2 |x
∗ − x|(5k−3)/2 +

∞∑

k=1

v5k+3 |x
∗ − x|(5k−2)/2+

+
∞∑

k=1

v5k+4 |x
∗ − x|(5k−1)/2 .

На основании признака Даламбера устанавливаем сходимость ряда

(12) в области ρ1 =
1

4 5
√
(+1)2

. Полагая ρ2 = min {ρ0, ρ1}, получаем

сходимость ряда (4) в области (5), что доказывает теорему. I
Полученные в теореме 1 оценки позволяют построить приближен-

ное решение задачи (2), (3):

yN (x) = (x
∗ − x)−1/2

N∑

n=0

Cn (x
∗ − x)n/2 , C0 6= 0. (13)

Теорема 2. Пусть выполняются пп. 1 и 2 теоремы 1, тогда для
приближенного решения (4) задачи (2), (3) в области |x∗ − x| < ρ2
справедлива оценка погрешности

ΔyN (x) = |y (x)− yN (x)| ≤ Δ, (14)

где

Δ ≤
25nM (M + 1)n |x∗ − x|(5n−1)/2

1− 25 (M + 1) |x∗ − x|5/2
×
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×

(
1

(5n+ 2) (5n− 6)
+

2 |x∗ − x|1/2

(5n+ 3) (5n− 5)
+

+
22 |x∗ − x|

(5n+ 4) (5n− 4)
+

23 |x∗ − x|3/2

(5n+ 5) (5n− 3)
+

24 |x∗ − x|2

(5n+ 6) (5n− 2)

)

,

в случае N + 1 = 5n. Для вариантов N + 1 = 5n+ 1, N + 1 = 5n+ 2,

N + 1 = 5n+ 3, N + 1 = 5n+ 4 соответственно:

Δ ≤
25n+1M (M + 1)n |x∗ − x|5n/2

1− 25 (M + 1) |x∗ − x|5/2
×

×

(
1

(5n+ 3) (5n− 5)
+

2 |x∗ − x|1/2

(5n+ 4) (5n− 4)
+

+
22 |x∗ − x|

(5n+ 5) (5n− 3)
+

23 |x∗ − x|3/2

(5n+ 6) (5n− 2)
+
24 (M + 1) |x∗ − x|2

(5n+ 7) (5n− 1)

)

;

Δ ≤
25n+2M (M + 1)n |x∗ − x|(5n+1)/2

1− 25 (M + 1) |x∗ − x|5/2
×

×

(
1

(5n+ 4) (5n− 4)
+

2 |x∗ − x|1/2

(5n+ 5) (5n− 3)
+

+
22 |x∗ − x|

(5n+ 6) (5n− 2)
+
23 (+1) |x∗ − x|3/2

(5n+ 7) (5n− 1)
+
24 (+1) |x∗ − x|2

(5n+ 8) 5n

)

;

Δ ≤
25n+3M (M + 1)n |x∗ − x|(5n+2)/2

1− 25 (M + 1) |x∗ − x|5/2
×

×

(
1

(5n+ 5) (5n− 3)
+

2 |x∗ − x|1/2

(5n+ 6) (5n− 2)
+

+
22 (+1) |x∗ − x|
(5n+ 7) (5n− 1)

+
23 (+1) |x∗ − x|3/2

(5n+ 8) 5n
+
24 (+1) |x∗ − x|2

(5n+ 9) (5n+ 1)

)

;

Δ ≤
25n+4M (M + 1)n |x∗ − x|(5n+3)/2

1− 25 (M + 1) |x∗ − x|5/2
×

×

(
1

(5n+ 6) (5n− 2)
+
2 (+1) |x∗ − x|1/2

(5n+ 7) (5n− 1)
+
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+
22 (+1) |x∗ − x|
(5n+ 8) 5n

+
23 (+1) |x∗ − x|3/2

(5n+ 9) (5n+ 1)
+
24 (+1) |x∗ − x|2

(5n+ 10) (5n+ 2)

)

,

при этом ρ2 = min





ρ0,

1

4 5
√
(M + 1)2





, M = max {M0, α}.

J По определению

ΔyN (x) = |y (x)− yN (x)| =

=

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

n=0

Cn (x
∗ − x)(n−1)/2 −

N∑

n=0

Cn (x
∗ − x)(n−1)/2

∣
∣
∣
∣
∣
=

=

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

n=N+1

Cn (x
∗ − x)(n−1)/2

∣
∣
∣
∣
∣
≤

∞∑

n=N+1

|Cn| |x
∗ − x|(n−1)/2 .

Учитывая закономерность образования коэффициентов Cn из тео-
ремы 1, имеем

∞∑

n=N+1

|Cn| |x
∗ − x|(n−1)/2 =

=
∞∑

k=N+1

|C5k| |x
∗ − x|(5k−1)/2 +

∞∑

k=N+1

|C5k+1| |x
∗ − x|5k/2+

+
∞∑

k=N+1

|C5k+2| |x
∗ − x|(5k+1)/2 +

∞∑

k=N+1

|C5k+3| |x
∗ − x|(5k+2)/2+

+
∞∑

k=N+1

|C5k+4| |x
∗ − x|(5k+3)/2 ,

при N + 1 = 5k находим

Δ =
∞∑

k=N+1

|C5k| |x
∗ − x|

5k−1
2 ≤

25kM (M + 1)k |x∗ − x|(5k−1)/2

1− 25 (M + 1) |x∗ − x|5/2
×

×

(
1

(5k + 2) (5k − 6)
+

2 |x∗ − x|1/2

(5k + 3) (5k − 5)
+

22 |x∗ − x|
(5k + 4) (5k − 4)

+

+
23 |x∗ − x|3/2

(5k + 5) (5k − 3)
+

24 |x∗ − x|2

(5k + 6) (5k − 2)

)

.

Аналогично получаем оценки для коэффициентов N + 1 = 5k + 1;
N + 1 = 5k + 2; N + 1 = 5k + 3; N + 1 = 5k + 4. I
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Пример. Найдем приближенное решение задачи (2), (3) в слу-
чае r (x) = 0 при начальных данных y (0, 5) = 1, y′ (0, 5) = 1/

√
3

и α = 0,001. Эта задача имеет точное решение y =

√ √
3

1 +
√
3− 2x

.

Найдем радиус аналитичности ρ2 ≈ 0,18946457, точное значение по-
движной особой точки x∗ =

(
1 +
√
3
)
/2. Выберем значение аргумента

x = 1, 3. С использованием (13) при N = 12 вычислим приближенные
значения функции:

x y12 y Δy12 Δy Δ1y

1,3 3,6216787 3,6216776 0,00012 0,0000011 0,000002

Здесь y12 — приближенное решение (13); y — значение точного реше-
ния; Δy12 — оценка погрешности приближенного решения (14) по те-
ореме 2; Δy — абсолютная погрешность приближенного решения y12;
Δ1y — апостериорная оценка погрешности, которая определяется пу-
тем решения обратной задачи теории погрешности. При ε = 0,000002
на основании апостериорной оценки убеждаемся в том, что в струк-
туре приближенного решения (13) должно быть значение N = 18. В
таком случае нет необходимости рассчитывать сумму 18 слагаемых,
так как для номеров n = 1−5, 7−11, 13−17 коэффициенты Cn = 0.
Добавка в структуре приближенного решения для N = 18 не превыша-
ет требуемой точности. Поэтому в структуре приближенного решения
можем ограничиться значением N = 12, при котором приближенное
решение, содержащее три отличных от нуля слагаемых, будет иметь
погрешность ε = 0,000002.

Обсуждение полученных результатов и сопоставление их с ра-
нее известными. Полученные результаты позволяют строить при-
ближенное решение в окрестности подвижной особой точки с любой
наперед заданной точностью и в настоящее время не имеют анало-
гов для рассматриваемого уравнения. Для минимизации структуры
приближенного аналитического решения используется апостериорная
оценка погрешности.

Заключение. Доказана теорема существования и единственности
решения рассматриваемого нелинейного дифференциального уравне-
ния второго порядка, технология доказательства которого позволяет
построить приближенное решение в окрестности подвижной особой
точки. Получено представление решения нелинейного дифференци-
ального уравнения в ряд по смешанным степеням.
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