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Рассмотрена задача доверительного оценивания коэффициента готовности
для системы с последовательной структурой с восстанавливаемыми элемен-
тами. Предположено, что элементы системы отказывают и восстанавлива-
ются независимо друг от друга. Задача решена на основе результатов испы-
таний элементов системы с цензурированием по числу наблюдаемых отказов.
Предложен метод построения нижней доверительной границы для коэффи-
циента готовности системы, позволяющий улучшить известный ранее метод
Ллойда – Липова решения этой задачи.
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The paper discusses the problem of calculating the confidence interval of the system
availability index for the serial structure with recoverable components. The system
components are assumed to both fail and recoverindependently from each other. The
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intervalof the system availability index, which allows improving the prior known
Lloyd – Lipova method, is presented.
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Введение. Рассмотрим систему с последовательной структурой из
m элементов, эта система отказывает в случае отказа любого элемента.

Время безотказной работы i-го элемента — случайная величина ξi
с функцией Fi (t) = P {ξi < t}, i = 1, . . . ,m. В случае отказа каждый
i-й элемент восстанавливается (заменяется новым идентичным эле-
ментом) в течение случайного времени восстановления ηi с функцией
распределения Gi (t) = P{ηi < t}. Таким образом, процесс функци-
онирования i-го элемента является альтернирующим процессом вос-
становления [1, 2], zi(t) — индикатор отказа i-го элемента в момент
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времени t ≥ 0, т.е. zi (t) = 1, если в момент времени t i-й элемент
находится в состоянии отказа, zi (t) = 0, если в момент времени t i-й
элемент исправен.

Индикатор отказа системы Zc (t) в момент времени t ≥ 0 имеет

вид Zc (t) = 1−
m∏

i=1

[1− zi (t)].

Предположим, что процессы отказов и восстановления элементов
системы независимы между собой. Обозначим коэффициент готовно-
сти i-го элемента (вероятность исправного состояния i-го элемента в
стационарном режиме) как

ki = ki (ui) =
ui

ui + vi
,

где ui = Mξi =

∞∫

0

[1− Fi (t)]dt — математическое ожидание времени

безотказной работы; vi = Mηi =

∞∫

0

[1−Gi (t)]dt — математическое

ожидание времени восстановления i-го элемента, i = 1, . . . ,m. Пред-
положим также, что параметр vi — среднее время восстановления эле-
ментов системы — известен и мал по сравнению со средним временем
безотказной работы ui (как правило, справедливо для современных
высоконадежных систем).

Коэффициент готовности системы для рассматриваемой модели
выражается через коэффициенты готовности отдельных элементов в
следующем виде:

KГ = KГ (u) =
m∏

i=1

ki(ui) =
m∏

i=1

ui

ui + vi
, (1)

где u = (u1, . . . , um) — вектор параметров надежности отдельных
элементов. Требуется построить нижнюю доверительную границу для
коэффициента готовности системы (1) на основе имеющейся стати-
стической информации, полученной в ходе испытаний системы или ее
отдельных элементов. Задачи подобного типа довольно часто встре-
чаются в различных приложениях для систем с восстанавливаемыми
элементами или подсистемами (например, [2–9] и др.). Далее предпо-
ложим, что статистическая информация по элементам системы пред-
ставлена в виде стандартных статистических выборок с цензурирова-
нием типа [Ni U ri] [1]. Другими словами, испытывались Ni элементов
i-го типа до наблюдения ri ≤ Ni отказов, в результате чего имели ме-
сто последовательные моменты отказов 0 ≤ xi1 ≤ xi2 ≤ . . . ≤ xiri .
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Обозначим через Si = xi1+xi2+ . . .+xiri+(Ni − ri) xiri суммарное
время работы (“наработку”) всех элементов i-го типа на испытани-
ях, i = 1, . . . ,m. Требуется на основе вектора результатов испытаний
по различным типам элементов системы S = (S1, . . . , Sm) постро-
ить нижнюю γ-доверительную границу K = K(S) для коэффициента
готовности системы (1), т.е. функцию результатов испытаний K(S)
такую, что P {K (S) ≤ K (u)} ≥ γ при всех возможных значениях
вектора параметров u.

Метод Ллойда – Липова. Рассмотрим случай, когда время работы
до отказа элементов системы имеет экспоненциальное распределение:
Fi (t) = 1− exp (−t/ui), i = 1, . . . ,m. Обозначим через

ui = ui (γ) =
2Si
χ2γ (2ri)

(2)

стандартную нижнюю γ-доверительную границу для параметра ui
(среднее время безотказной работы i-го элемента для “экспоненци-
ального случая” [1–3] и др.), i = 1, . . . ,m. Коэффициент готовности
системы (1) может быть записан в виде K (u) = exp [f (u)] , где

f(u) =
n∑

i=1

fi(ui). (3)

Здесь fi (ui) = ln [ui/(ui + vi)], i = 1, . . . ,m. Задачу можно сфор-
мулировать как задачу доверительного оценивания снизу функции
f(u) (3), которая монотонно возрастает по каждому параметру ui,
i = 1, . . . ,m. Поэтому нижняя доверительная граница функции f(u)
может быть построена путем простой подстановки доверительных гра-
ниц ui для параметров отдельных элементов в функцию (3). Когда
число m элементов системы велико, такая простая процедура, пред-
ложенная Д. Ллойдом и М. Липовым [1, 2, 5] оказывается малопригод-
ной. Действительно, в силу указанной монотонности, также учитывая
независимость результатов испытаний различных элементов, имеют
место неравенства

P {f (u1, . . . , um) ≤ f (u1, . . . , um)} ≥

≥ P

{
m⋂

i=1

(ui ≤ ui)

}

=
m∏

i=1

P (ui ≤ ui) = γ
m.

Согласно приведенному выражению, коэффициент доверия γm для
такой процедуры быстро убывает при возрастании размерности зада-
чиm. Таким образом, этот упрощенный подход, использующий только
монотонность функции f(u), оказывается неудачным при увеличении
числа m элементов в системе. Другими словами, чтобы построить
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нижнюю доверительную границу с заданным коэффициентом дове-
рия γ для показателя надежности системы (в рамках рассматривае-
мого метода), необходимо завысить коэффициент доверия в (2) для
элементов, т.е.

f = f [u1 (
m
√
γ) , . . . , um (

m
√
γ)] ; K = K [u1 (

m
√
γ) , . . . , um (

m
√
γ)] . (4)

Модифицированный метод Ллойда – Липова. Предложим метод,
который позволяет значительно улучшить указанную выше процеду-
ру (метод Ллойда – Липова [2]), основанную на непосредственном ис-
пользовании доверительных границ для параметров отдельных эле-
ментов. Для этого используем некоторые предварительные результаты
и неравенства.

Пусть zi ≥ 0, i = 1, . . . ,m — независимые (неотрицательные)
случайные величины с функцией распределения Hi (t) = P {ξi < t}
и плотностью распределения hi (t) = H ′i (t). Пусть hi (t) кусочно-
непрерывная по t ≥ 0, i = 1, . . . ,m, предположим, что функция
Λi (t) = − ln [1−Hi (t)] выпукла вниз по t ≥ 0, т.е. случайная ве-
личина zi имеет ВФИ-распределение (с возрастающей функцией ин-
тенсивности отказов λi (t) = Λ′i (t)) для каждого i = 1, . . . ,m. Пусть
константы ti ≥ 0, i = 1, . . . ,m, удовлетворяют условиям

Hi (ti) = P {zi ≤ ti} = γ, i = 1, . . . ,m, (5)

где γ ≥ 1 − e−3/2 ∼= 0,777; ti — квантиль доверия γ для случайной
величины zi, i = 1, . . . ,m. Тогда справедливо неравенство

P

{
m∑

i=1

zi ≤
m∑

i=1

ti

}

≥ γ. (6)

Докажем неравенство (6). Достаточно доказать его для m = 2 (по-
скольку сумма независимых случайных величин с ВФИ-распределени-
ем также имеет ВФИ-распределение). График выпуклой вниз функции
Λi (t) расположен выше касательной прямой в точке (ti,Λi(ti)):

Λi (t) ≥ [Λi (ti) + λi (ti) (t− ti)]
+ при всех t ≥ 0, (7)

где y+ = max (0, y), λi (ti) = Λ′i (ti), i = 1, . . . ,m.
Из (7) следует, что

P {z1 + z2 ≤ t1 + t2} ≥ P

{
2∑

i=1

(τi + yi) ≤t1 + t2

}

=

= P

{

y1 + y2 ≤
2∑

i=1

(ti − τi)

}

. (8)
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Здесь yi — случайная величина, имеющая экспоненциальное распре-
деление с функцией 1 − exp (−αit), αi = λi (ti); τi = ti − [Λi (ti) /αi],
i = 1, 2. Отметим, что в соответствии с (5) справедливо равенство
Λi (ti) = −ln (1− γ), i = 1, 2. Из неравенства (8) получим

P {z1 + z2 ≤ t1 + t2} ≥ P {y1 + y2 ≤ A} = ϕ (α1, α2) , (9)

где

A =− ln (1− γ)

(
1

α1
+
1

α2

)

;

ϕ (α1, α2) =

∫∫

y1+y2≤A

α1e
−α1y1α2e

−α2y2dy1dy2. (10)

Покажем, что при γ ≥ 1− e−3/2 выполняется неравенство

ϕ (α1, α2) ≥ γ (11)

Выражение (10) симметрично относительно α1, α2. Поэтому доста-
точно соблюдения неравенства (11) при всех α1 ≥ α2. Обозначим
B = −ln (1− γ). После выполнения простых преобразований из (10)
получаем, что неравенство (11) эквивалентно равенству g (x) = x +
+ exp (−Bx)− xexp (−B/x) ≤ 1 при всех 0 < x ≤ 1, где x = α2/α1.
Если B ≥ 3/2, то вторая производная g′′ (x) = B2 exp (−Bx) −
− (B2/x3) exp (−B/x) ≥ 0 при всех 0 < x ≤ 1, т.е. функция g (x)
выпукла вниз на интервале 0 < x ≤ 1. Поскольку g (+0) = g (1) = 1,
тогда при B ≥ 3/2, g (x) ≤ 1 при всех 0 < x ≤ 1, что доказывает
справедливость неравенства (6) при γ ≥ 1− e−3/2.

Случайная величина Si является ri-кратной сверткой независи-
мых случайных величин, имеющих экспоненциальное распределение
с функцией распределения 1 − exp (−t/ui) [1]. Следовательно, ве-
личина Si имеет ВФИ-распределение. Таким образом, определенная
выше в (2) нижняя γ-доверительная граница ui также имеет ВФИ-
распределение. С учетом неравенства (6) можно сформулировать сле-
дующую теорему.

Теорема 1. Пусть функция f (u) = f (u1, . . . , um) монотонно
строго возрастает по каждому параметру ui > 0, имеет непре-
рывные частные производные ∂f/∂ui > 0, i = 1, . . . ,m, и выпукла
вверх по вектору u = (u1, . . . , um) ∈ E+m. Тогда при γ ≥ 1 − e−3/2

справедливо неравенство

P {f (u1, u2, . . . , um) ≤ f (u1, u2, . . . , um)} ≥ γ, (12)

где ui — нижняя γ-доверительная граница (2) для параметра ui,
i = 1, . . . ,m.
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J Пусть γ ≥ 1 − e−3/2. Обозначим через u = (u1, u2, . . . , um) век-
тор доверительных границ для параметров отдельных элементов ui.
Пусть u = (u1, u2, . . . , um) ∈ E+m — вектор значений параметров.
В соответствии с (2) выполняются равенства

P {ui ≤ ui} = γ, i = 1, . . . ,m. (13)

Рассмотрим пространство всех возможных значений вектора довери-
тельных границ u = (u1, u2, . . . , um), которое, очевидно, совпадает
с E+m.

В силу выпуклости функции f (u) справедливо неравенство

f (u) ≤ f (u) +
m∑

i=1

Ci (ui − ui) (14)

при любом u ∈ E+m, где Ci = ∂f/∂ui (u) > 0, i = 1, . . . ,m — констан-
ты. При фиксированном векторе u ∈ E+m рассмотрим события

A = {f (u) ≤ f (u)} ; B =

{
m∑

i=1

Ciui ≤
m∑

i=1

Ciui

}

.

Из (14) следует, что B ⊂ A, откуда с учетом неравенств (6) и (13)

P {f (u) ≤ f (u)} ≥ P

{
m∑

i=1

Ciui ≤
m∑

i=1

Ciui

}

≥ γ,

что доказывает неравенство (11). I
Далее нетрудно убедиться, что определенная по (3) функция удо-

влетворяет условиям теоремы 1. Эта функция монотонно возрастает
по каждому параметру ui, т.е. надежность системы возрастает при
увеличении параметров надежности элементов ui, i = 1, . . . ,m. Кро-
ме того, непосредственным дифференцированием можно показать, что
f ′′i (ui) < 0, i = 1, . . . ,m, т.е. функция f (u) выпукла вверх по векто-
ру параметров элементов u = (u1, u2, . . . , um). Следовательно, при
γ ≥ 1 − e−3/2 ∼= 0,777 нижняя γ-доверительная граница для функции
f (u) может быть вычислена как f = f (u). Поскольку коэффици-
ент готовности системы K (u) = exp [f (u)], аналогично может быть
вычислена и нижняя γ-доверительная граница для коэффициента го-
товности системы

K = K (u) =
m∏

i=1

Ki (ui) , (15)

где ui = ui (γ) — нижние доверительные границы (2) для параме-
тров отдельных элементов с тем же коэффициентом доверия γ. Таким
образом, в отличие от метода Ллойда – Липова [2] в его исходном ва-
рианте (см. (4)), в рассматриваемом подходе коэффициент доверия γ
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для отдельных элементов в (2) сохраняется при переходе от элементов
к системе (при γ ≥ 1 − e−3/2). При этом выражение (15) дает значи-
тельно более высокое значение нижней доверительной границы для
надежности системы по сравнению с методом Ллойда – Липова в (4).
Соответствующий выигрыш тем больше, чем больше число различных
подсистем m.

Заключение. Показано, что для системы с последовательной
структурой с независимым восстановлением элементов нижняя до-
верительная граница для коэффициента готовности системы может
быть построена (при некоторых дополнительных условиях, которые,
как правило, выполняются на практике) методом, основанным на
непосредственном использовании доверительных границ для пара-
метров надежности отдельных элементов с тем же коэффициентом
доверия. Другими словами, для таких систем коэффициент доверия
сохраняется при переходе от отдельных элементов к системе в целом.
Существенный интерес с позиции приложений представляют воз-
можные обобщения полученного результата на более общие модели
сложных систем, в том числе для систем со сложной структурой.
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