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Рассмотрен эффект малого сдвига границ затененной области при высоко-
частотном облучении металлического цилиндра, покрытого тонким слоем ди-
электрика, по сравнению с теми же границами при отсутствии диэлектри-
ческого покрытия. Показано, что наличие такого сдвига может быть проде-
монстрировано из анализа области сходимости обобщенного ряда Ватсона,
полученного как асимптотическое решение задачи для кругового металличе-
ского цилиндра, покрытого тонким слоем однородного диэлектрика.
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Введение. Взаимодействие электромагнитных волн с неоднород-
ностями среды и с ограниченными препятствиями всегда было пред-
метом интенсивного изучения в электродинамике, в том числе с помо-
щью различных методов математического моделирования, например,
работы [1–3]. Основные оптические эффекты как результаты иссле-
дования модели высокочастотного рассеяния электромагнитного поля
на гладком выпуклом металлическом теле также хорошо известны в
литературе и описаны в классических монографиях по теории ди-
фракции [4–7]. Однако для выпуклых металлических тел, покрытых
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тонким слоем диэлектрика, такие исследования отсутствуют в перио-
дической печати, за исключением работ [8, 9], где при исследовании
рассеянного препятствием поля в рамках коротковолновой асимптоти-
ческой модели для вычисления его геометро-оптической составляю-
щей в освещенной области применялся стандартный метод перевала,
применяемый к оптическому интегралу. Уравнения для стационарных
точек подынтегрального выражения были получены как обобщения
обычных уравнений [6] для случая наличия у гладкого выпуклого те-
ла тонкого диэлектрического покрытия. Сами уравнения описывают
геометрию приходящих в точку наблюдения лучей, отразившихся от
препятствия (левая стационарная точка), и идущих непосредственно
от источника в точку наблюдения (правая стационарная точка). Что-
бы восстановить очевидный геометрический смысл этих уравнений в
случае тела с покрытием, для второго уравнения был введено понятие
эффективного радиуса (или эффективного полярного угла) положе-
ния точечного источника, отличающегося от полярных координат его
истинного положения. Другими словами, при взаимодействии поля
точечного источника (диполя) с препятствием в виде металлического
тела, покрытого тонким слоем диэлектрика, в рамках рассматривае-
мой модели происходит малый сдвиг (параллакс) наблюдаемого по-
ложения источника. То, что это не просто математический прием, не
имеющий реального подтверждения, было впоследствии установлено
с помощью простейшего эксперимента с лазерной указкой [10]. Малый
сдвиг границы свет–тень при облучении металлического цилиндра с
покрытием, по сравнению с такими же границами для цилиндра без
покрытия, был действительно обнаружен.

Цель настоящей работы — показать, что наблюдаемый сдвиг грани-
цы свет–тень может быть проиллюстрирован непосредственным ана-
лизом области сходимости обобщенного ряда Ватсона, полученного
как асимптотическое решение задачи для кругового металлического
цилиндра, покрытого тонким слоем однородного диэлектрика. Нали-
чие двух таких границ сходимости устраняет неоднозначность выбора
координаты сдвига, приводя к единственно возможному варианту —
сдвигу как по радиусу, так и по углу.

Обобщенный ряд Ватсона. Приведем схему получения асимпто-
тического решения рассматриваемой краевой задачи, использованную
в перечисленных выше работах.

Рассмотрим плоскую стационарную задачу возбуждения идеаль-
но проводящего кругового цилиндра радиусом a, покрытого слоем
однородного диэлектрика, точечным источником, расположенным в
точке с координатами (r0, ϕ0) в полярной системе координат, где
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r0 > max ρ(ϕ); r = ρ(ϕ) — уравнение внешней границы слоя диэлек-
трика. Толщина слоя δ(ϕ) = ρ(ϕ) − a такова, что δ = max δ(ϕ) � λ0
(т.е. k0δ � 1), где λ0 — длина волны в свободном пространстве;
k0 — волновое число. Примем, что радиус a цилиндра велик по срав-
нению с длиной волны: k0a � 1. В случае Е -поляризации поле
u(r, ϕ) = Ez(r, ϕ) описывается всюду вне цилиндра r = a уравнением
Гельмгольца:

(Δr,ϕ + k
2(r, ϕ))u(r, ϕ; r0, ϕ0) =

1

r
δ(r − r0)δ(ϕ− ϕ0), (1)

где

k2(r, ϕ) =

{
k20 = ε0ω

2 r > ρ(ϕ);

ω2ε(r, ϕ)μ0 a < r ≤ ρ(ϕ);

ε0 — диэлектрическая проницаемость свободного пространства; μ0 —
его магнитная проницаемость; ω — частота; ε(r, ϕ) = ε0+iε1 = const —
комплексная диэлектрическая проницаемость диэлектрика. Уравнение
(1) дополняется обычными краевыми условиями на поверхности ме-
талла

u(a, ϕ) = 0, (2)

и условиями непрерывности тангенциальных компонент полей E и H
на внешней границе диэлектрика

[u]r=ρ(ϕ) = 0,

[
∂u

∂n

]

r=ρ(ϕ)

= 0, (3)

а также условиями Зоммерфельда на бесконечности
(
∂u

∂r
− iku

)

r→∞

= O

(

r−
3
2

)

. (4)

Задача решается неполным проекционным методом. Причем, вме-
сто сведения к системе обыкновенных дифференциальных уравнений
для искомых функций радиальной координаты, если решение ищет-
ся как ряд Фурье по тригонометрической системе базисных функций
полярного угла, решение строится как разложение по сингулярным
частным решениям уравнения Бесселя

ψp(r) = CpH
(1)
νp
(k0r), (5)

удовлетворяющим предельному условию (2), если счетная система
комплексных чисел {νp} является множеством корней дисперсионного
уравнения

H(1)ν (k0a) = 0. (6)

Асимптотическое приближение для корней уравнения (6) имеет
вид [6]

νp ≈ k0a+ σpe
iπ/3; σp =

(
k0a

6

)1/3
qp, (7)
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где qp — корни функции Эйри. Функции ψk(r) ортогональны на интер-
вале r ∈ [a;∞[ с весом 1/r, т.е.

∞∫

a

ψμψν

r
dr =< ψμ, ψν >= δμ,ν . (8)

При этом квадрат нормировочного коэффициента равен

C2μ =
πμH

(2)
μ (k0a)

2i∂μH
(1)
μ (k0a)

. (9)

Далее опустим субиндексы у величины νn или μn и используем систе-
му базисных функций {ψμ(r)} при построении решения сформулиро-
ванной выше краевой задачи для функции u(r, ϕ) неполным проекци-
онным методом Галеркина:

∞∫

a

Lû(r, ϕ)ψμ(r)r dr = fμ(ϕ), (10)

где L = (Δr,ϕ + k2(r, ϕ)), fμ(ϕ) = ψμ(r0)δ(ϕ− ϕ0);

û(r, ϕ) =
∑

ν

Aν(ϕ)ψν(r). (11)

В результате для искомых функций {Aν(ϕ)} получим систему обык-
новенных дифференциальных уравнений:

A′′μ(ϕ) + μ
2Aμ(ϕ) +

∑

ν

Qμ,ν(ϕ)Aν(ϕ) = fμ(ϕ), (12)

решаемую на бесконечном интервале |ϕ| < ∞, с условиями экс-
поненциального убывания функций Aν(ϕ) при |ϕ| → ∞. Здесь

Qμ,ν(ϕ) =

∞∫

a

rk̃2(r, ϕ)ψμ(r)ψν(r)dr — конечная или бесконечная мат-

рица, в зависимости от конечности или бесконечности суммы (11),
k̃2(r, ϕ) = k2(r, ϕ)− k20 . Поскольку k2(r, ϕ) = k20 при r > ρ(ϕ), то

Qμ,ν(ϕ) =

ρ(ϕ)∫

0

r[k2(r, ϕ)− k20]ψμ(r)ψν(r)dr. (13)

Используя условие тонкости слоя k0δ(ϕ))� 1 и высокочастотный ха-
рактер поля k0a� 1, интеграл (13) можно приблизить с точностью до
O((k0a)

−2/3)O((k0δ(ϕ))
2 выражениемQμ,μ ≈ −ω2(ε−ε0)(ρ2(ϕ)−a2) =

= −g(ϕ). В результате система (12) распадается на независимые урав-
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нения
A′′μ(ϕ) + gμ(ϕ)Aμ(ϕ) = ψμ(r0)δ(ϕ− ϕ0),

где gμ (ϕ) = μ2 − g(ϕ).
Асимптотическое решение каждого такого уравнения может быть

выписано в WKB-приближении

GWKBμ (ϕ, ϕ0) =

exp





i sgn(ϕ− ϕ0)

ϕ∫

ϕ0

√
gμ(t) dt






2i {gμ(ϕ)gμ(ϕ0)}
1/4

ψμ(r0).

Тогда приближенное непериодическое по углу ϕ решение û(r, ϕ; r0, ϕ0)
рассматриваемой краевой задачи имеет вид

û(r, ϕ; r0, ϕ0) =
∑

μ

C2μG
WKB
μ (ϕ, ϕ0)H

(1)
μ (k0r)H

(1)
μ (k0r0). (14)

Соответствующее периодическое решение восстанавливается исходя
из выражения (14) суммированием всех ветвей этой многозначной по

угловой координате функции u(r, ϕ; r0, ϕ0) =
∞∑

n=−∞

û(r, ϕ+2πn; r0, ϕ0),

что сводится к суммированию ряда
n=∞∑

n=−∞

GWKBμ (r, ϕ + 2πn; r0, ϕ0) в

явном виде
n=∞∑

n=−∞

GWKBμ (r, ϕ+ 2πn; r0, ϕ0) =

=

cos

{

pμ(ϕ, ϕ0)−

([
|ϕ− ϕ0|
2π

]

+
1

2

)

Sμ

}

2{gμ(ϕ)gμ(ϕ0)}1/4 sin(Sμ/2)
. (15)

Здесь pμ(ϕ, ϕ0) = sgn(ϕ − ϕ0)

ϕ∫

ϕ0

g1/2μ (t)dt; Sμ =

2π∫

0

g1/2μ (t)dt; дробь в

квадратных скобках в числителе выражения (15) означает ее целую
часть. Таким образом, асимптотическое решение краевой задачи при-
обретает вид

u(r, ϕ; r0, ϕ0) =

=
∑

μ

C2μ

cos

{

pμ(ϕ, ϕ0)−

([
|ϕ−ϕ0|
2π

]

+
1

2

)

Sμ

}

2{gμ(ϕ)gμ(ϕ0)}1/4 sin(Sμ/2)
H(1)μ (k0r)H

(1)
μ (k0r0).

(16)
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Выражение (16) представляет собой обобщенный ряд Ватсона для слу-
чая кругового цилиндра, покрытого тонким слоем диэлектрика. Для
упрощения выкладок и сравнения с наблюдаемым в эксперименте по-
ведением границы свет–тень удобно принять, что диэлектрик одно-
роден, а его внешняя граница — круговой цилиндр радиусом R > а.
Поскольку реально наблюдаемые значения полярных углов такие, что

разность ϕ− ϕ0 не превышает по модулю 2π, величину

[
|ϕ− ϕ0|
2π

]

в

(16) можно отбросить.

Граница света и тени. Учитывая, что с точность до O
(δ
a

)
, где

δ

a
� 1, выражение {gμ (ϕ) gμ (ϕ0)}

1/4 может быть приближено вели-

чиной k0a, ряд (16) преобразуется в контурный интеграл:

−
1

8

∫

C

H
(2)
μ (k0a)

H
(1)
μ (k0a)

H(1)μ (k0r)H
(1)
μ (k0r0)

cos

{

pμ(ϕ, ϕ0)−
1

2
Sμ

}

sin(Sμ/2)
dμ,

где C — контур, охватывающий линию нулей знаменателя H(1)μ (k0a),
на которой расположены корни (7) уравнения (6). Из приведенного
интеграла преобразованием

cos

{

pμ(ϕ, ϕ0)−
1

2
Sμ

}

= e
i
2
Sμ cos pμ(ϕ, ϕ0)− ie

ipμ(ϕ,ϕ0) sin
Sμ

2

выделяется оптический интеграл

i

8

∫

C

H
(2)
μ (k0a)

H
(1)
μ (k0a)

H(1)μ (k0r)H
(1)
μ (k0r0)e

ipμ(ϕ,ϕ0)dμ,

описывающий геометро-оптическое поле в освещенной области, и ис-
следуемый методом перевала после замены в нем всех цилиндриче-
ских функций их асимптотическими приближениями. Стационарные
точки фазовой функции являются точками пересечения контура C с
действительной осью. Уравнение, определяющее положение правой
из них μR, имеет вид

k0q sgn (ϕ− ϕ0)

ϕ∫

ϕ0

g
−1/2
k0q
(t)dt = arccos

q

r
+ arccos

q

r0
, (17)

где μR = k0q.
Существуют две возможности привести уравнение (17) к ви-

ду, описывающему реальную геометрию луча, идущего из точки
источника в точку наблюдения, как в случае кругового цилиндра
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без покрытия (ε = ε0), когда уравнение (17) преобразуется к виду

|ϕ − ϕ0| = arccos
q

r
+ arccos

q

r0
. При этом величина q имеет смысл

перпендикуляра, опущенного из центра окружности на направление
луча. Введем эффективный радиус r′0 точечного источника

arccos
q

r0
− k0q sgn(ϕ− ϕ0)

ϕ∫

ϕ0

g
−1/2
k0q
(t)dt =

= arccos
q

r′0(q;ϕ;ϕ0)
− |ϕ− ϕ0|, (18)

тогда
|ϕ− ϕ0| = arccos

q

r
+ arccos

q

r′0
, (19)

как и для цилиндра без покрытия, только с радиусом r′0 вместо ра-
диуса r0. Упрощая интегральный член в уравнении (18) с точностью
до величин порядка O((k0δ))2, где δ — толщина слоя (здесь константа

оценки зависит от
1

k20

(
a

q2

)2
и q > a), получаем

r′0(q;ϕ;ϕ0) =

=
r0

cos

{

|ϕ−ϕ0|

(
ε

ε0
−1

)
δ

a

}

+

√
r20
q2
− 1 sin

{

|ϕ−ϕ0|

(
ε

ε0
−1

)
δ

a

} < r0.

Другой способ приведения уравнения (17) к виду (19) с прежним
радиусом r0 заключается во введении эффективного угла ϕ′0 положе-
ния точечного источника

μR sgn(ϕ− ϕ0)

ϕ∫

ϕ0

g
−1/2
k0q
(t)dt = |ϕ− ϕ′0|, (20)

отсюда |ϕ − ϕ′0| = arccos
q

r
+ arccos

q

r0
, т.е. вместо угла ϕ0 использо-

ван угол ϕ′0. Упрощая в формуле (20) интегральный член, получаем

|ϕ − ϕ0|
{
1 +

( ε
ε0
− 1

)δa
q2

}
= Δϕ0, где Δϕ0 = |ϕ0 − ϕ′0| — сдвиг

положения источника по углу.
Уравнение (17) для правой стационарной точки формально допус-

кает две указанные возможности, поскольку оно одно на две незави-
симых координаты положения источника.

Покажем, что такая двузначность может быть устранена, если ис-
следовать область сходимости асимптотического ряда в области тени,
у которой две границы.

44 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2015. № 5



Выражение (16) описывает волновое поле при любых значениях
полярных координат источника и точки наблюдения. Такое решение
при отсутствии диэлектрического покрытия является точным [6]. Оно
распадается на выражение отдельно в области тени и отдельно в осве-
щенной области после замены входящих в него цилиндрических функ-
ций их асимптотиками Дебая. Поступая аналогично с рядом (16), а
также используя в выражении (9) асимптотическое приближение

H
(2)
μk (k0a)

∂μH
(1)
μk (k0a)

= (k0a)
1/3 e

5πi/6

2
√
π
C̃k,

где C̃k =
π3/2

3 3
√
6{A′(qk)}2

; A(q) — функция Эйри; qk — ее корни, запишем

u(r, ϕ; r0, ϕ0) = (k0a)
1/3 ie

5πi/6

4k0
√
π

eik0
(√
r2−a2+

√
r20−a

2
)

(r2 − a2)1/4(r20 − a2)1/4
×

×
∑

k

C̃k

1− eiSμk

{

exp

(

iμk

[
sgn(ϕ− ϕ0)

μk
×

×

ϕ∫

ϕ0

g1/2μk (t)dt− arccos
a

r
− arccos

a

r0

])

+

+exp

(

iμk

[

− arccos
a

r
−arccos

a

r0
−

sgn(ϕ−ϕ0)

ϕ∫

ϕ0

g1/2μk (t)dt− Sμk

μk

])}

.

(21)

Для дальнейшего исследования геометрического смысла асимпто-
тического решения (21) перейдем, как и ранее, к случаю однородного
диэлектрического покрытия с круговой границей ρ(ϕ) = R.

Для входящих в показатели экспонент подынтегральных выраже-
ний

g
1/2
μk (t)

μk
=

[

1−
ω2(ε− ε0)(R2 − a2)

μ2k

]1/2
(22)

используем традиционное приближение μ2k ≈ (k0a)
2, учитывающее

главный член асимптотики корней μk дисперсионного уравнения (6).
Тогда, учитывая приближение радикала первыми двумя членами бино-

миального ряда в (22) и пренебрегая слагаемыми порядка O
((δ

a

)2 )
,
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получаем

sgn(ϕ− ϕ0)
μk

ϕ∫

ϕ0

g1/2μk (t)dt ≈ |ϕ− ϕ0|

[

1−
δ

a

(
ε

ε0
− 1

)]

;

1

μk

2π∫

0

g1/2μk (t)dt ≈ 2π

[

1−
δ

a

(
ε

ε0
− 1

)]

.

Выпишем выражение в фигурных скобках из равенства (21) с уче-
том сделанных приближений

exp

(

iμk

[

|ϕ− ϕ0|

[

1−
δ

a

(
ε

ε0
− 1

)]

− arccos
a

r
− arccos

a

r0

])

+

+exp

(

iμk

[

− arccos
a

r
−arccos

a

r0
+

[

2π−|ϕ−ϕ0|

][

1−
δ

a

(
ε

ε0
−1

)]])

.

(23)

При отсутствии слоя диэлектрика (ε = ε0) выражение (23) примет вид

exp

(

iμk

[

|ϕ− ϕ0| − arccos
a

r
− arccos

a

r0

])

+

+ exp

(

iμk

[

− arccos
a

r
− arccos

a

r0
+
[
2π − |ϕ− ϕ0|

]])

. (24)

Для сходимости ряда (24) действительная часть показателей экспо-
нент должна быть отрицательной. Должны выполняться неравенства

−

(
k0a

6

)1/3
qk

2

[

|ϕ− ϕ0| − arccos
a

r
− arccos

a

r0

]

< 0;

−

(
k0a

6

)1/3
qk

2

[

2π − |ϕ− ϕ0| − arccos
a

r
− arccos

a

r0

]

< 0.

Для определенности полагаем, что угол ϕ0 принадлежит перво-
му квадранту. При этом геометрическая граница сходимости ряда в
точности совпадает с границей свет–тень

|ϕ− ϕ0| = arccos
a

r
+ arccos

a

r0
;

|ϕ− ϕ0| = 2π − arccos
a

r
− arccos

a

r0
,

(25)

которая состоит из двух касательных, проведенных к окружности ра-
диусом r = a из точки источника (r0, ϕ0). Действительно, равенства
(25) выполняются, если точка наблюдения (r, ϕ) принадлежит одной из
таких касательных (часть а рисунка). Известно, что уравнение любой
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Схемы, иллюстрирующие сдвиг границы свет–тень

прямой y = kx+b на плоскости в декартовых координатах может быть

переписано как уравнение в полярных координатах r =
b

sin−k cosϕ
.

Легко проверить, что уравнения (25) могут быть преобразованы в урав-
нения прямых (касательных) вида

r =

a

cos(ϕ0 − β)

sinϕ−
sin(ϕ0 − β)
cos(ϕ0 − β)

cosϕ

, (26)

где в области тени угол ϕ принадлежит первому и второму квадрантам;

r =

−
a

cos(ϕ0 + β)

sinϕ−
sin(ϕ0 + β)

cos(ϕ0 + β)
cosϕ

; (27)

где угол ϕ принадлежит третьему и четвертому квадрантам в той же
области, если взять косинус от обеих частей соответствующего равен-

ства. Здесь
a

r0
= sin β;

√

1−
( a
r0

)2
= cos β.

Для цилиндра с покрытием соответствующие соотношения для
действительной части показателей экспонент в (23), обеспечивающие
сходимость ряда, записываются в виде

−

(
k0a

6

)1/3
qk

2

[

α|ϕ− ϕ0| − arccos
a

r
− arccos

a

r0

]

< 0;

−

(
k0a

6

)1/3
qk

2

[

α(2π|ϕ− ϕ0|)− arccos
a

r
− arccos

a

r0

]

< 0,
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где α = 1−
δ

a

( ε
ε0
− 1
)
< 1, а уравнения границ области сходимости —

в виде

α|ϕ− ϕ0| = arccos
a

r
+ arccos

a

r0
;

α|ϕ− ϕ0| = 2πα arccos
a

r
− arccos

a

r0
.

(28)

Входящий в равенства (28) параметр α не позволяет привести ра-
венства (28) к виду равенств (26), (27), т.е. равенства (28) задают гео-
метрическое место точек, не являющееся прямыми, хотя и близкое к
ним ввиду малого отличия параметра α от единицы.

Поступая с первым уравнением (28) аналогично предыдущему и
полагая, что угол ϕ принадлежит второму квадранту (верхняя граница
тени, sin(ϕ−ϕ0) > 0), получаем полярное уравнение верхней границы
тени для цилиндра с покрытием

rп =
a

sin [α (ϕ− ϕ0) + β]
. (29)

Соответствующее уравнение касательной для цилиндра без покры-
тия имеет вид

rб.п =
a

sin [(ϕ− ϕ0) + β]
. (30)

Сравнивая (29) и (30), обнаруживаем, что rп < rб.п равномерно по углу
ϕ во втором квадранте, т.е. на любой стенке, перпендикулярной оси
OX , верхняя граница тени смещена вниз.

Для второго уравнения (28) удобно принять угол ϕ отрицатель-
ным и принадлежащим третьему квадранту. Тогда |ϕ− ϕ0| = ϕ0 − ϕ,
sinα [2π − (ϕ0 − ϕ)] < 0. При этом

rп =
−a

sin {α [2π − (ϕ0 − ϕ)]− β}
; (31)

rб.п =
−a

sin {[2π − (ϕ0 − ϕ)]− β}
. (32)

Очевидно, α [2π − (ϕ0 − ϕ)] − β < [2π − (ϕ0 − ϕ)] − β, причем
| sin {α [2π − (ϕ0 − ϕ)]− β} | < | sin {[2π − (ϕ0 − ϕ)]− β} |.

Следовательно, rп > rб.п равномерно по углу ϕ в третьем квадранте,
т.е. на любой стенке, перпендикулярной оси OX , нижняя граница тени
смещена вниз (часть б рисунка).

Отметим, что в случае симметричного возбуждения (ϕ0 = 0: ис-
точник расположен на оси OX) смещения верхней и нижней границ
тени одинаковы и симметричны. Действительно, для верхней границы
из (29), (30) при ϕ0 = 0 имеем

rп =
a

sin [αϕ+ β]
; rб.п =

a

sin [ϕ+ β]
. (33)
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Аналогично для нижней границы из (31), (32) получаем

rп =
−a

sin {α [2π + ϕ]− β}
; rб.п =

−a
sin {[2π + ϕ]− β}

.

Поскольку в периодическом по углу ϕ случае углы ϕ и ϕ+ 2π одина-
ковы, последние равенства преобразуются к виду

rп =
a

sin {−αϕ+ β}
; rб.п =

a

sin {−ϕ+ β}
. (34)

Сравнивая (33) и (34), с учетом отрицательности угла ϕ в третьем
квадранте, приходим к сформулированному выше заключению.

Выводы. Согласно проведенному анализу, исследование сдвига на-
блюдаемого положения точечного источника в рамках описанной по-
становки краевой задачи, исходя из исследования областей сходимо-
сти обобщенного ряда Ватсона, дает однозначную картину величины
и направления такого сдвига при наличии диэлектрического покрытия
цилиндра, поскольку имеется две границы свет–тень. Действительно,
если провести касательные к кривым, определяющим эти границы в
точках их пересечения со стенкой, перпендикулярной горизонтальной
оси, то они пересекутся в некоторой точке, отстоящей от истиного
положения источника с малым сдвигом как по угловой, так и по ради-
альной координате.
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