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Рассмотрен метод непротиворечивого описания динамического угла смачива-
ния при стекании частично смачивающей жидкости по твердой поверхности
с учетом дополнительного химического потенциала (расклинивающего давле-
ния) для частиц жидкости в тонких слоях жидкости вблизи линии трехфазного
контакта. Применение развиваемой теории продемонстрировано на примере
расчета формы поверхности жидкости при различных скоростях движения.

Ключевые слова: частично смачивающая жидкость, тонкая пленка, поверхност-
ное натяжение, расклинивающее давление, трехфазный контакт, краевой угол.

FILM SHAPE OF PARTIALLY WETTING LIQUID WHILE
FLOWING DOWN WETTED SURFACE

A.S. Romanov, A.V. Semikolenov

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, Russian Federation
e-mail: rolmal@bk.ru; avsemik@mail.ru

The paper presents a method for noncontradictory description of a dynamic contact
angle of partially wetting liquid while it flows down the hard surface. An additional
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Введение. Различные аспекты взаимодействия жидкости и твер-
дого тела широко обсуждаются в литературе. Особый интерес пред-
ставляет процесс смачивания жидкостью твердой поверхности, когда
существует трехфазная граница — линия смачивания, на которой нахо-
дятся в контакте все три фазы взаимодействующих веществ. Известно,
что форма свободной поверхности при растекании жидкости вдоль
твердой поверхности зависит от взаимодействия жидкости с перво-
начально сухой твердой поверхностью, т.е. от процесса смачивания.
В классической теории смачивания принято, что на линии трехфазно-
го контакта (на линии пересечения свободной поверхности жидкости
с твердой поверхностью) выполняется условие равновесия Юнга [1].
Для частично смачивающей жидкости предполагается, что соответ-
ствующий равновесный угол смачивания (всегда отсчитываемый со

88 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2015. № 5

mailto:rolmal@bk.ru
mailto:avsemik@mail.ru
mailto:rolmal@bk.ru
mailto:avsemik@mail.ru


стороны жидкости) имеет значение 0 < αe < π/2. Противоречие за-
ключается в том, что в рамках гидродинамики вязкой капельной жид-
кости оказывается невозможным одновременно сочетать перемещение
трехфазной границы жидкости при растекании и выполнить условие
Юнга. При этом отказ от условия Юнга при растекании невозможен,
так как это означает отсутствие локального термодинамического рав-
новесия вблизи линии трехфазного контакта.

Проблема замкнутого непротиворечивого описания явления сма-
чивания может быть решена на основе учета сил физико-химического
происхождения, возникающих в тонких слоях жидкости. Эти силы ча-
сто называют расклинивающим давлением. В настоящее время термин
“расклинивающее давление” является общепринятым, был впервые
введен Б.В. Дерягиным [2, 3]. В работе [4] было показано, что такой
подход согласуется с теорией Рэлея и приводит к физически очевидно-
му факту: скорость растекания при смачивании для частично смачива-
ющей жидкости пропорциональна градиенту химического потенциала
частиц жидкости вблизи линии трехфазного контакта. Рассматривае-
мая в данной статье проблема и соответствующие экспериментальные
факты подробно изложены в работах [5, 6]. В настоящее время по-
добный подход плодотворно развивается в исследованиях (например,
работы [7–23]).

В данной статье представлено однопараметрическое семейство
кривых, определяющих возможную форму жидкой пленки вблизи ли-
нии трехфазного контакта, стекающей со смоченной поверхности при
частичном смачивании.

Постановка задачи. В приближении теории смазки форма свобод-
ной поверхности одномерной жидкой пленки, растекающейся вдоль
гладкой твердой поверхности при частичном смачивании, описывает-
ся уравнением [24, 25]:

∂h

∂t
+
1

3μ

∂

∂x

[

h3
(
∂

∂x
σ
∂2h

∂x2
−
∂Φα (h)

∂x

)]

= 0, (1)

где h(x, t) — толщина слоя жидкости над твердой поверхностью; x, t —
координата, вдоль которой растекается жидкость (рис. 1), и время; μ —
динамическая вязкость; σ — поверхностное натяжение; Φα(h) — функ-
ция, определяющая зависимость расклинивающего давления (или с
точностью до знака химического потенциала молекул жидкости, рас-
считанного на единицу объема),

Φα (h) =
π

12
h−3

[(
n2LaLL − nLnSaLS

)
G (α)− nLnSaLSG (π − α)

]
,

(2)
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Рис. 1. Схема задания формы
свободной поверхности жидко-
сти

где G (α) = 1 + cos3 α +
3

2
sin2 α cosα —

функция; nL, nS — концентрации мо-
лекул жидкости и твердого тела; aLL,
aLS — постоянные взаимодействия мо-
лекул жидкость–жидкость и жидкость–
твердое тело по Ван-дер-Ваальсу. По-
дробно вывод соотношений (1) и (2) при-
веден в работе [4].

Согласно соотношению (2), если
aLLn

2
L > nLnSaLS , то всегда существу-

ет некоторое значение угла α = α0, π > α > 0, такое, что Φα(h) = 0,
α = α0. Поэтому в рамках развиваемой теории при равновесии обя-
зательно выполняется равенство α = α0 при h = 0. Тем самым угол
α0 отождествляется с равновесным углом смачивания α0 = αe для
частично смачивающей жидкости.

Приведенное выше неравенство (ALL > ALS , где ALL = n2LaLL,
ALS = nLnSaLS — постоянные Гамакера) физически означает, что
объемная плотность энергии взаимодействия молекул жидкости меж-
ду собой больше чем с молекулами твердого тела. Если ALS > ALL,
то жидкость полностью смачивает поверхность твердого тела и ника-
кого равновесного краевого угла смачивания при h = 0 не существует.
Следует также отметить, что αe = 0 при ALL = ALS , но ни при каких
значениях постоянных Гамакера невозможно значение αe = π. Для
этого необходимо, чтобы притяжение между молекулами сменилось
отталкиванием, что невозможно в рамках рассматриваемой теории.

Упростим выражение (2) для малых углов наклона свободной по-
верхности

Φα (h) =
π

48
ALLh

−3

[
16

3
(1− β)− α4

]

, β =
ALS

ALL
, α→ 0. (3)

Тогда для малых равновесных углов смачивания получаем асимптоти-
ческую формулу

αe =

[
16

3
(1− β)

]1
4

, β → 1− 0.

Уравнение свободной поверхности (1) должно быть дополнено гра-
ничными условиями на трехфазной границе x = xf (t):

h = 0, h3
∂

∂x

(

σ
∂2h

∂x2
− Φα (h)

)

= 0, (4)

первое из которых является очевидным, второе означает отсутствие
расхода через линию трехфазного контакта.
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Дальнейшее изучение движения жидкой пленки удобно провести
в безразмерных переменных. При этом более определенно выясняется
роль отдельных слагаемых в соотношениях (1), (4). В качестве харак-
терных величин выберем следующие: L =

√
σ/(ρlg) — характерная

длина (так называемая капиллярная длина); ρl, g — плотность жид-
кости и ускорение свободного падения; t0 = 3μL/σ — характерное
время. Учтем также, что при малых углах наклона справедливо при-
ближенное равенство (3). Тогда уравнение (1) и граничные условия (4)
переписываются в виде

∂w

∂t
+
∂

∂x

{
(
w3 + Sw

) ∂
∂x

[
∂2w

∂x2
− w +

R

w3

((
∂w

∂x

)4
− α4e

)]}

= 0;

(5)

w = 0,
(
w3 + Sw

) ∂
∂x

[
∂2w

∂x2
− w+

+
R

w3

((
∂w

∂x

)4
− α4e

)]

= 0 при x = xf (t) . (6)

Здесь для безразмерной координаты и безразмерного времени сохра-
нены те же обозначения, что и для размерных координаты и времени;
w = h/L — безразмерная толщина жидкой пленки. Безразмерный кри-

терий R =
π

48

ALL

σL2
определяет относительную роль расклинивающего

давления и поверхностного натяжения.
Оценим характерные величины t0, L и безразмерный критерий R

для одного частного случая. Примем nL = 3,34 ∙ 1028 м−3, T = 300K,

ALL =
48

π
∙ 10−20 Дж, σ = 0,062Н∙м−1, μ = 1,48Па∙с, ρl = 1,26 ×

× 103 кг∙м3, что примерно соответствует глицерину при температуре
T = 300K. Тогда получим L = 2,3 ∙ 10−3 м, t0 = 0,2 с, R = 3 ∙ 10−14.
Для безразмерного критерия справедливо сильное неравенство R� 1,
поэтому роль соответствующих слагаемых в соотношениях (5) и (6)
существенна только при w → 0, т.е. при достаточно малых толщи-
нах жидкой пленки, в том числе вблизи линии трехфазного контакта
x→ xf (t).

Более наглядно оценить значения толщины жидкой пленки, при
которой необходим учет расклинивающего давления, непосредствен-
но в размерных переменных. Относительная роль поверхностного
натяжения и расклинивающего давления определяется равенством
σ/ρ0 = ALL/h

3
0, где ρ0 > 0 — характерное значение кривизны по-

верхности пленки; h0 — критическая толщина пленки. При толщине
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пленки h3 < h30 расклинивающее давление должно учитываться на-
ряду с поверхностным натяжением. Поскольку σ = ALL/r20 [3], r0 —
радиус молекулы жидкости по Ван-дер-Ваальсу, критическую толщи-
ну пленки можно оценить в виде h30 = r

2
0ρ0. Таким образом, находим

оценку области толщин жидкой пленки, где учет расклинивающего
давления целесообразен и возможен в рамках механики сплошной
среды: r20ρ0 > h

3 � r30. Если принять r0 = 10−10 м, ρ0 = 10−4 м, то
критическая толщина пленки h0 = 10−8 м� ρ0.

В соответствии с экспериментальными данными [2, 3] молеку-
лярная составляющая расклинивающего давления в некоторых слу-
чаях проявляется уже на толщинах около 10−7 м. Поэтому молеку-
лярная составляющая расклинивающего давления носит диффузный
характер.

Пусть ẋf (t) ≡
dxf

dt
6= 0, где xf (t) — функция, определяющая по-

ложение трехфазной границы, при этом ẋf > 0 соответствует натека-
нию жидкости на сухую твердую поверхность, а ẋf < 0 — стеканию
жидкости (см. рис. 1). Найдем форму уравнения (5), асимптотически
справедливую при x → xf (t). Воспользуемся методом, приведенным
в работе [26]. Дифференцируя первое граничное условие по времени

t, получаем
∂w

∂t
+ ẋf

∂w

∂x
= 0, x = xf (t). Предположим, что это со-

отношение, строго выполняющееся на линии трехфазного контакта,
выполняется и в некоторой окрестности трехфазной границы жидко-
сти w → 0, x→ xf (t). Заменим в нем производную по времени w′t из
уравнения (5) и проинтегрируем затем с учетом второго условия (6).
В результате запишем обыкновенное дифференциальное уравнение,
описывающее форму свободной поверхности жидкости в зависимо-
сти от скорости перемещения границы

∂3w

∂η3
−
∂w

∂η
+R

∂

∂η

{

η−3

[(
∂w

∂η

)4
− α4e

]}

+
ẋf

w2
= 0. (7)

Здесь η = xf (t)− x — координата, отсчитываемая от границы внутрь
жидкости (см. рис. 1). Следует отметить, что в случае бегущей волны,
когда ẋf = const и w (x, t) = w (η), уравнение (7) является точным
следствием соотношений (5), (6).

Учет расклинивающего давления в уравнении (7) принципиально
важен и полностью решает проблему с выполнением условия Юнга на
движущейся линии трехфазного контакта [4]. Достаточно полно урав-
нение (7) может быть проанализировано только численно. Наиболь-
ший интерес представляет область вблизи линии трехфазного контак-
та, в которой роль расклинивающего давления существенна, т.е. при

92 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2015. № 5



w → 0, η → +0. Для выяснения относительной роли слагаемых в
уравнении (7) в указанной области перейдем к новым переменным

w, η → ξ =
αew√
R

, δ =
η
√
R

. Тогда уравнение (7) в пренебрежение

величинами O (R) преобразуется к виду

∂3ξ

∂δ3
+
∂

∂δ

{

ξ−3

[(
∂ξ

∂δ

)4
− 1

]}

+
ẋ∗f
ξ2
= 0, (8)

где ẋ∗f = α
−3
e ẋf . Следовательно, в рассматриваемой модели форма

поверхности жидкой пленки вблизи линии трехфазного контакта опи-
сывается обыкновенным нелинейным дифференциальным уравнением
(8), содержащим единственный параметр ẋ∗f .

Уравнение (8) должно быть дополнено граничными условиями,
одно из которых очевидно:

ξ = 0, δ = 0, (9)

а второе — условие равновесия Юнга
∣
∣
∣
∣
∂ξ

∂δ

∣
∣
∣
∣ = 1, δ = 0. (10)

Порядок уравнения (8) можно понизить введением новой зависи-

мой переменной p =

(
dξ

dδ

)2
− 1 и рассматривая толщину жидкой

пленки ξ в качестве независимой переменной. В новых переменных
уравнение (8) примет вид

1

2

∂2p

∂ξ2
+
∂

∂ξ

(
p (p+ 2)

ξ3

)

+ ẋ∗f

[
ξ2
√
1 + p

]−1
= 0. (11)

Из условий (9) и (10) следует граничное условие для уравнения (11)

p = 0, ξ = 0. (12)

Достаточно полное исследование задачи (11), (12) можно провести
только численно. Характер особой точки p = ξ = 0 уравнения (12)
может быть исследован методом изоклин или аналитически методом
соприкасающихся парабол. Укажем лишь, что особая точка уравнения
(11) ξ = 0 является фокусом и существует единственная интегральная
кривая, входящая в эту точку, причем всегда p = 0 при ξ = 0, это гаран-
тирует выполнение условие равновесия Юнга на линии трехфазного
контакта.

Для натекания жидкости на твердую поверхность ẋf > 0 расче-
ты показали [4, 27], что ξ(δ) — монотонно возрастающая функция,
причем, если независимая переменная δ → ∞, то и зависимая пере-
менная ξ → ∞. Вблизи линии трехфазного контакта при растекании
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существует тонкий переходный слой, кривизна свободной поверхно-
сти жидкости в котором достигает значительного значения. Максимум
кривизны приходится на ξ ≈ 1. Соответственно, угол наклона поверх-
ности пленки в пределах этого узкого переходного слоя испытывает
резкий скачок, значение которого зависит от скорости растекания ẋf .
Для больших значений переменной ξ зависимость p(ξ) близка к лога-
рифмической.

Если скорость растекания ẋ∗f → +0, то на всем протяжении рас-

сматриваемой области толщин жидкости w ∼
√
R, угол наклона ее

свободной поверхности не отличается от равновесного угла смачива-
ния αe, т.е. решение для движущейся линии трехфазного контакта, при
ее остановке ẋf → 0, переходит в решение для неподвижной линии
трехфазного контакта p ≈ 0.

Вследствие наличия узкого переходного слоя вблизи линии трех-
фазного контакта при растекании жидкости ẋf > 0 угол наклона сво-
бодной поверхности при наблюдении может восприниматься как ди-
намический, т.е. зависящий от скорости растекания краевой угол. Этот
угол можно также назвать макроскопическим углом смачивания αd в
отличие от реального микроскопического угла смачивания, который
в рамках развиваемой теории всегда равен равновесному углу смачи-
вания αe. Для динамического угла смачивания в работе [4] получены
оценки αd (α2d − α

2
e) = θẋ, где θ = const > 0 — неопределенная без-

размерная величина, имеющая порядок несколько единиц. Из послед-
него соотношения следует, что, если выполнено сильное неравенство
α2d � α

2
e, то α3d ≈ θẋf . Это соотношение совпадает с законом Тан-

нера [4], хорошо подтвержденным экспериментально. Если наоборот

α2d → α
2
e, то α2d = α

2
e + ẋf

θ

2αe
, что подтверждается и численным экс-

периментом [28], и общими физическими соображениями.

Основные результаты. Остановимся более подробно на случае
стекания жидкости со смоченной твердой поверхности ẋf < 0. Полу-
ченные выше оценки, справедливые для натекания жидкости на твер-
дую поверхность ẋf > 0, здесь не имеют места. Поэтому удобнее
вернуться к уравнению (8). Зададим функцию, описывающую форму
свободной поверхности вблизи линии трехфазного контакта, в виде

ряда ξ ≈
N∑

i=1

aiδ
i. После подстановки в уравнение (8), с учетом гра-

ничных условий (10), для нескольких первых коэффициентов ряда
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найдем

a1 = 1, a2 = 0, a3 =
1

12
ẋ∗f , a5 =

1

40
ẋ∗f

(
1

12
ẋ∗f − 1

)

,

a6 = −

(
1

2
+
1

6
ẋ∗f

)

a4, . . .

(13)

В асимптотическом представлении (13) имеется единственный не-
определенный коэффициент a4, каждому значению которого соответ-
ствует некоторый конкретный вид формы поверхности жидкой пленки
вблизи линии трехфазного контакта, т.е. при фиксированном значении
скорости ẋ∗f асимптотическое представление (13) определяет однопа-
раметрическое семейство интегральных кривых для уравнения (8) с
граничными условиями (10). Указанное асимптотическое представле-
ние для заданной скорости ẋ∗f < 0 и произвольно задаваемого ко-
эффициента a4 использовалось для вычисления начального значения
толщины жидкой пленки и всех необходимых производных при чи-
сленном интегрировании уравнения (8).

Общие физические соображения о характере поведения интеграль-
ной кривой при больших значениях толщин жидкой пленки требуют
ограничения на знак коэффициента a4 < 0. Лишь при этом условии
кривизна свободной поверхности жидкости оказывается в среднем по
модулю убывающей по толщине свободной поверхности функцией.

Рис. 2. Профили решений при ẋ∗f = −0,5ẋ∗f = −0,5ẋ∗f = −0,5 (а), – 2,0 (б) и – 5,0 (в) для значений
постоянной a4 = 0,1a4 = 0,1a4 = 0,1 (1), – 0,05 (2), – 0,5 (3), – 1,0 (4) и – 5,0 (5)
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Для численной реализации поставленной задачи использовался яв-
ный метод Рунге – Кутты четвертого порядка точности. Результаты чи-
сленного интегрирования приведены на рис. 2 для различных значений
скорости стекания ẋ∗f и коэффициента a4.

Изменение толщины стекающей пленки оказывается немонотон-
ным. Подобное явление ранее наблюдалось экспериментально [29].
Этот физический эффект, по-видимому, связан с тем, что при стека-
нии невозможно внешними силами “навязать” жидкой пленке микро-
скопической толщины режим течения. Форма свободной поверхности
при стекании определяется исключительно взаимодействием поверх-
ностного натяжения и расклинивающего давления.

Заключение. В рамках развиваемой теории удалось непротиворе-
чиво описать процесс стекания частично-смачивающей жидкости по
плоской поверхности. Установлено, что учет структурной составляю-
щей расклинивающего давления приводит к формальной задаче мате-
матической физики, для которой область изменения толщин жидкости
оказывается “отграниченной” от твердой поверхности, т.е. h > 0, что
существенно упрощает проведение численных экспериментов по ги-
дродинамике растекания при смачивании.

ЛИТЕРАТУРА

1. Мартинсон Л.К., Малов Ю. И. Дифференциальные уравнения математиче-
ской физики; под ред. В.С. Зарубина, А.П. Крищенко. М.: Изд-во МГТУ
им. Н.Э. Баумана, 2011. 367 с.

2. Дерягин Б.В., Чураев Н.В. Смачивающие пленки. М.: Наука, 1984. 160 с.
3. Дерягин Б.В., Чураев Н.В., Мулер В.М. Поверхностные силы. М.: Наука, 1985.

399 с.
4. Романов А.С. Об одном способе гидродинамического описания растекания ча-

стично смачивающей жидкости по плоской твердой поверхности // Коллоидный
журнал. 1990. Т. 52. № 1. С. 93–99.

5. Жен П.Ж. Смачивание: статика и динамика // УФН. 1987. Т. 151. № 4.
С. 619–681.

6. Пухначев В.В., Солонников В.А. К вопросу о динамическом краевом угле //
ПММ. 1982. Т. 46. № 6. С. 961–971.
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