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ДВИЖЕНИЕ МИКРОЧАСТИЦЫ В ОДНОМЕРНОЙ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ
ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ЯМЕ С ПОДВИЖНОЙ СТЕНКОЙ
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Рассмотрена задача о движении квантовой частицы в одномерной прямоуголь-
ной потенциальной яме с непроницаемыми стенками. В отличие от стандарт-
ной постановки рассмотрена яма, одна из стенок которой имеет координату
x = 0 и неподвижна, а другая стенка в момент времени t = 0 начинает дви-
жение, при котором ширина ямы изменяется в пределах значений a . . . b. За
счет движения стенки возникает нестационарное состояние микрочастицы.
Получены энергетический спектр и волновая функция для этого состояния.

Ключевые слова: потенциальная яма, подвижная стенка, микрочастица, волно-
вая функция, энергетический спектр, переменная амплитуда.
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The paper considers a problem of quantum particle movement in the one-dimensional
square potential well with impermeable walls. As opposed to the standard approach,
the authors consider a well with a fixed wall which has a coordinate x = 0 while
the other wall starts moving at the moment t = 0. The well width changes within
the limits a . . . b. Due to the wall movement, a microparticle state becomes unsteady.
Both a power spectrum and a wave function are determined for this state.
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Введение. Рассмотрим вопрос о качественном изменении энерге-
тических уровней микрочастицы в прямоугольной потенциальной яме
с непроницаемыми стенками. Этого изменения можно достигнуть, на-
пример, введением такого силового поля, что вызываемое им расщеп-
ление уровней сопоставимо с расстоянием между соседними уровня-
ми [1]. В двухмерных задачах с такими ямами используется изменение
их геометрической формы, введение параметра, изменяющего тип гра-
ничных условий [2, 3], при этом стенки неподвижны. Это допущение
характерно для стандартной квантовой механики [4, 5]. Новые напра-
вления применения квантовой механики для анализа многочастичных
систем в конечных объемах — метод функционалов плотности [6–9],
модель спин-орбитальных кластеров [10–12] — либо принимают это
допущение [6–9], либо допускают возможность изменения объема во
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времени [10–12]. Поэтому авторами настоящей работы была проана-
лизирована задача временно́й эволюции непроницаемой границы од-
номерной прямоугольной потенциальной ямы.

Постановка задачи. Рассмотрим одномерную прямоугольную по-
тенциальную яму с непроницаемыми стенками. Пусть левая стенка
x = 0 неподвижна, а правая стенка начинает перемещаться в момент
времени t = 0 из положения x = a и при t > 0 совершает движение
по закону

b(t) = aη(t), (1)

где η(t) — заданная безразмерная координата движущейся стенки;
x = b — текущее положение стенки; в начальный момент времени ча-
стица находится в n-м стационарном состоянии, соответствующем ши-
рине ямы, равной a. Введем безразмерную координату микрочастицы

в яме ξ = πx/a и безразмерное время τ = E1t/~. Здесь E1 =
(π~)2

2ma2
—

энергия микрочастицы в основном состоянии в момент времени t = 0;
2π~ = h — постоянная Планка; m — масса микрочастицы. Нестацио-
нарное уравнение Шредингера, описывающее движение микрочасти-
цы, во введенных координатах принимает вид

∂Ψ

∂τ
= i
∂2Ψ

∂ξ2
, (2)

где Ψ = Ψ(ξ, τ ) — волновая функция микрочастицы.
Уравнение (2) следует решать при выполнении граничных условий

Ψ(0, τ ) = 0
⋃
Ψ(πη(τ), τ) = 0 и начального условия Ψ(ξ, 0) = Ψn(ξ) =

=
(2
a

)1/2
sin(nξ), n = 1, 2, 3, . . ., т.е. в начальный момент времени ми-

крочастица находится в n-м стационарном состоянии, соответствую-
щем ширине ямы a.

Исходная волновая функция. Решение задачи проведем, выбрав
определенное значение квантового состояния с номером n, т.е. пола-
гая Ψ(ξ, τ ) ≡ Ψn(ξ, τ ). Если правая стенка неподвижна, то волновая
функция частицы имеет следующий вид:

Ψn(ξ, τ ) =

(
2

a

)1/2
sin(nξ) exp(−in2τ). (3)

Форма поиска решения уравнения Шредингера. Сохраняя клас-
сификацию решений уравнения Шредингера, получаем решение в
форме

Ψn(ξ, τ ) =

(
2

a

)1/2
sin

(
nξ

η

)(

exp

(

−i

(
n

η

)2
τ

))

g(ξ, τ), (4)
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где g(ξ, τ ) — неизвестная функция координат и времени. Для упроще-
ния поиска решения были введены обозначения

s = sin
(nξ
η

)
, f =

(n
η

)2
τ, g = g(ξ, τ),Ψn =

(2
a

)1/2
s(exp(−if))g, (5)

а также учтены линейные зависимости

s ∝ sin
nξ

η
;
∂s

∂τ
∝ ξn

(
∂

∂τ

(
1

η

))

cos
nξ

η
;

∂s

∂ξ
∝

(
n

η

)

cos
nξ

η
;
∂2s

∂ξ2
∝

(
n

η

)2
sin
nξ

η
.

(6)

Теперь задача сводится к получению уравнения для функции g(ξ, τ).
Получение уравнения для функции g(ξ, τ)g(ξ, τ)g(ξ, τ) и его решение. После

подстановки волновой функции (4) в каноническое уравнение Шре-
дингера (2), учета формул (5) и (6) и разделения слагаемых, содержа-
щих синус и косинус, была получена следующая система уравнений
для неизвестной функции g:

i
∂g

∂τ
+
∂2g

∂ξ2
−

[

2

(
τ

η

)(
n

η

)2
∂η

∂τ

]

g = 0; (7)

∂g

∂ξ
− i
1

2η

∂η

∂τ
ξg = 0. (8)

Решение системы уравнений (7), (8) начнем с анализа уравнения (8).
Его решение искалось в виде произведения

g(ξ, τ ) = exp

(
Q(τ)ξ2

2
+ F (τ)

)

, (9)

где Q(τ), F (τ) — неизвестные функции безразмерного времени. Под-
ставляя (9) в (8), находим функцию Q(τ):

Q(τ) =
i

2η

(
∂η(τ)

∂τ

)

. (10)

Здесь η(τ) — закон движения стенки в безразмерной форме согласно
формуле (1). После подстановки (9) в (7) с учетом формулы (10) по-
лучим уравнение для неизвестной функции F (τ) и дополнительное
условие

i

(
∂F

∂τ

)

+
i

2η

(
∂η

∂τ

)

+ τn2
∂

∂τ

(
1

η

)2
= 0; (11)

1

η

∂2η

∂τ 2
= 0. (12)

При этом условие (12) выполняется только для фиксированного закона
движения стенки

η = 1 + βτ, (13)
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где безразмерную постоянную скорость определяет параметр β. После
интегрирования уравнения (11) с учетом условия (13) была получена
следующая формула для функции F (τ):

F (τ) = −
1

2
ln(1 + βτ)− in2

βτ 2

(1 + βτ)2
, (14)

которая определяет поправку δEn(τ) к энергии частицы δEn(τ) =

= E1n
2 βτ

(1 + βτ)2
.

Анализ предельных значений функции F (τ)F (τ)F (τ). Функция Q(τ)
не зависит от номера квантового состояния, а функция F (τ) зави-
сит от номера квантового состояния квадратичным образом согласно
формуле (14). Поскольку функция F (τ) является комплексной, про-
анализируем пределы вещественной и мнимой частей, в результате
получим lim(τ → 0)ReF (τ) = 0, lim(τ → ∞)ReF (∞) = −∞;

lim(τ → 0) Im

(
ImF (τ)
τ

)

= 0, lim(τ →∞) Im

(
ImF (τ)
τ

)

= 0.

Изменение энергии частицы с момента начала движения стен-
ки ямы. Энергия частицы вычисляется по формуле

En = E1

(
n

η

)2
+ δEn = E1

(
n2

1 + βτ

)

, (15)

расстояние между соседними энергетическими уровнями — по форму-
ле

En+1 − En =
E1

1 + βτ
(2n+ 1). (16)

Из формулы (15) следует монотонное уменьшение этого расстояния по
мере увеличения расстояния между стенками. Из формул (15) и (16)
следует, что со временем энергетический спектр частицы преобразу-
ется в сплошной спектр, характерный для свободной частицы.

Анализ амплитуды волновой функции. Согласно совместному
рассмотрению формул (4), (9), (10) и (14), установлено, что амплитуда
волновой функции при движении стенки с постоянной скоростью при-

обретает множитель вида exp

(

−
1

2
ln(1 + βτ)

)

=
1

(1 + βτ)1,2
, обра-

щающий в ноль амплитуду волновой функции через бесконечно боль-
шой промежуток времени от начала движения стенки.

Выводы. Поставлена и решена задача для движения квантовой
частицы в прямоугольной яме с непроницаемыми стенками, когда од-
на из стенок ямы движется с постоянной скоростью. Получено точное
решение нестационарного уравнения Шредингера в виде модифици-
рованной волновой функции стационарного уравнения Шредингера.
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Определена и исследована временна́я зависимость для энергетическо-
го спектра уровней в яме. Найдена и исследована временна́я зависи-
мость изменения модуля амплитуды волновой функции, определяемая
законом движения стенки. Доказано, что расстояние между соседними
уровнями уменьшается в процессе движения стенки.
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