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Предложена теория гармонических колебаний тонких упругих многослойных
анизотропных пластин, построенная на основе асимптотического анализа об-
щих трехмерных уравнений установившихся колебаний упругих тел с одним
малым параметром, характеризующим отношение толщины к линейному раз-
меру пластины, без введения гипотез относительно характера распределения
перемещений и напряжений по толщине пластины. Построено асимптоти-
ческое решение задачи о собственных колебаниях пластины. Сформулированы
рекуррентные последовательности локальных задач колебаний и получены их
решения в явном виде. Показано, что осредненная задача теории колебаний
пластин в разработанной теории получается близкой к теории колебаний пла-
стин Кирхгофа – Лява. Предложенный метод позволяет вычислить все шесть
компонент тензора напряжений, включая поперечные нормальные напряже-
ния и напряжения межслойного сдвига для случая колебаний упругих тонких
пластин. Приведен пример решения задачи о собственных изгибных колебани-
ях многослойной пластины. Осуществлено сравнение расчетов, полученных с
помощью разработанного метода и с помощью конечно-элементного решения
трехмерной задачи расчета собственных колебаний на основе программного
комплекса ANSYS. Указанная асимптотическая теория позволяет достаточно
точно находить значения собственных частот и вычислять все шесть компо-
нент тензора напряжения в пластине с очень высокой точностью.

Ключевые слова: многослойные тонкие пластины, асимптотическая теория гар-
монических колебаний пластин, метод асимптотического осреднения, асимпто-
тические разложения, локальные задачи, метод конечного элемента.
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The paper considers a harmonic vibrations theory of thin elastic multilayer
anisotropic plates proposed by the authors. The theory is based on the asymptotic
research into three-dimensional general equations of steady-state vibrations of elastic
bodies with a small parameter characterizing the length-to-thickness ratio. No
hypothesis about both principles of distributing displacement and a stress over the
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thickness of a plate is used. An asymptotic solution to the problem of eigen vibrations
of a plate is found. Recurrent sequences of local vibration problems are formulated,
and their solutions are found in the explicit form. It is shown that the averaged
problem of the developed plate vibrations theory proves to be similar to the
Kirchhoff – Love plate vibrations theory. This method allows us to calculate all 6
stress tenor components including both transverse normal stresses and stresses of
an interlayer shift in case of vibrations of thin elastic plates. The solution to the
problem of flexural eigen vibrations of a multilayer plate is illustrated by an example.
The authors compare computations performed by the developed method and by the
finite-element solution of the three-dimensional problem of eigen vibrations on the
basis of ANSYS complex. It is shown that the asymptotic theory allows finding eigen
frequencies quite accurately and calculating all 6 stress tensor components in a plate
with a pinpoint accuracy.

Keywords: multilayer thin plates, asymptotic plates theory, asymptotic theory for
harmonic plate vibrations, asymptotic averaging method, asymptotic expansions, local
problems, finite elements method.

Введение. Различные подходы к построению теории тонких пла-
стин, основанных только на анализе трехмерных уравнений теории
упругости были предложены в работах [1–7]. Асимптотическая тео-
рия многослойных тонких упругих пластин, которая в отличие от по-
давляющего большинства существующих теорий многослойных пла-
стин не содержит никаких допущений относительно характера рас-
пределения перемещений и напряжений по толщине, была изложена
в работах [7–9]. В указанной теории сделаны только ограничения, что
пластина является тонкой и что давление на внешних поверхностях
пластины мало. В результате были получены осредненные уравнения
теории пластин, совпадающие с уравнениями теории пластин Кирхго-
фа – Лява, а также распределения всех шести компонент тензора напря-
жений по толщине. Проведенные в работе [10] сравнения полученных
по этому методу формул для перемещений и напряжений с результа-
тами численного трехмерного расчета пластины при изгибе на основе
конечно-элементного программного комплекса ANSYS показали сле-
дующее: асимптотическая теория позволяет получать очень точные
решения, которые достижимы для конечно-элементных теорий только
при использовании очень мелких сеток и мощных вычислительных
средств. Асимптотическая теория для вязкоупругих тонких пластин
была развита в работах [11–15], а для расчета термоползучести пла-
стин — в работе [16]. В работе [9] изложена асимптотическая теория
упругих пластин с двумерной микроструктурой — сотовыми, сетчаты-
ми конструкциями. Цель настоящей работы — дальнейшее развитие
асимптотической теории для расчета напряженно-деформированного
состояния многослойных упругих пластин при гармонических коле-
баниях.

Основные допущения асимптотической теории тонких пла-
стин. Рассмотрим многослойную пластину постоянной толщины, вве-
дем малый параметр κ = h/L � 1 как отношение общей толщины
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пластины h к характерному размеру всей пластины L (например, к
ее максимальной длине), а также глобальные (xk) и локальную (ξ)
координаты

xk = x̃k/L, ξ = x3/κ, k = 1, 2, 3, (1)

где x̃k — обычные декартовы координаты, ориентированные так, что
ось Ox̃3 направлена по нормали к внешней и внутренней плоско-
стям пластины, а оси Ox̃1, Ox̃2 принадлежат срединной поверхности
пластины. Полагаем, что существует два масштаба изменения переме-
щений uk: один по направлениям Ox̃1, Ox̃2, а второй — по направле-
нию Ox̃3. Координаты x3 и ξ, как обычно, в методе асимптотического
осреднения рассматриваются как независимые переменные. Коорди-
ната по толщине пластины изменяется в диапазоне −0,5 < ξ3 < 0,5.

Рассмотрим для пластины трехмерную задачу линейной теории
упругости при установившихся колебаниях [17]

∇jσij + ρω2ui = 0;

εij =
1

2
(∇jui +∇iuj) ;

σij = Cijklεkl;

Σ3± : σi3 = −κ3p±δi3,ΣT : ui = uei,ΣS : [σi3] = 0, [u3] = 0,

(2)

состоящую из уравнений установившихся колебаний, соотношений
Коши, обобщенного закона Гука, граничных условий на внешних по-
верхностях пластины оболочки — на внешней и внутренней поверхно-
стях Σ3± (их уравнение x̃3 = ±h/2) и на торцевой поверхности ΣT , а
также граничных условий на поверхности контакта ΣS слоев пласти-
ны ([ui] — скачок функций), которые могут и отсутствовать, например,
для однослойной пластины.

Принимаем основное допущение, состоящее в том, что давление
p̃± на внешней и внутренней поверхностях пластины имеет порядок
малости O(κ3) (p̃± = κ3p±). Это допущение, как правило, соответ-
ствует реальным условиям нагружения тонких пластин. В уравнениях
(2) введены следующие обозначения: ∇j = ∂/∂x̃j — оператор диффе-
ренцирования по декартовым координатам; σij — компоненты тензора
напряжений; ρ(ξ) — плотность слоев пластины; ω — частота вынужден-
ных колебаний; uj — компоненты вектора перемещений; εij — компо-
ненты тензора деформаций; Cijkl(ξ) — компоненты тензора модулей
упругости, который полагается зависящим от координаты ξ3 = ξ, так
как тензор различен для разных слоев пластины. Специального допу-
щения об анизотропии материалов слоев пока не делаем, т.е. тензоры
модулей упругости имеют по 21 независимой компоненте [17, 18].
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Асимптотические разложения для многослойной пластины.

Задача (2) содержит локальную координату ξ, а также малый па-

раметр κ в граничных условиях (это коэффициент при давлении),

поэтому ее решение будем искать в виде асимптотических разложе-

ний по параметру κ в виде функций, зависящих от глобальных и

локальной координат:

uk = u
(0)
k (xI) + κu

(1)
k (xI , ξ) + κ

2u
(2)
k (xI , ξ) + κ

3u
(3)
k (xI , ξ) + . . . (3)

Здесь и далее индексы, обозначенные прописными буквами

“I, J,K, L” принимают значения 1, 2, а индексы, обозначенные строч-

ными буквами “i, j, k, l”, — значения 1, 2, 3.

Подставим разложения (3) в соотношения Коши в системе (2), при

этом используем правила дифференцирования функций локальных ко-

ординат [7] (∂/∂x̃j → ∂/∂xj + (1/κ)δj3∂/∂ξ), тогда получим асимпто-

тические разложения для деформаций

εij = ε
(0)
ij + κε

(1)
ij + κ

2ε
(2)
ij + . . . , (4)

где

ε
(0)
IJ =

1

2
(u
(0)
I,J + u

(0)
J,I), ε

(0)
I3 =

1

2
(u
(0)
3,I + u

(1)
I/3), ε

(0)
33 = u

(1)
3/3;

ε
(1)
IJ =

1

2
(u
(1)
I,J + u

(1)
J,I), ε

(1)
I3 =

1

2
(u
(1)
3,I + u

(2)
I/3), ε

(1)
33 = u

(2)
3/3;

ε
(2)
IJ =

1

2
(u
(2)
I,J + u

(2)
J,I), ε

(2)
I3 =

1

2
(u
(2)
3,I + u

(3)
I/3), ε

(2)
33 = u

(3)
3/3 и т.д.

(5)

Здесь u(1)i/3 = ∂u
(1)
i /∂ξ, u

(1)
i,j = ∂u

(1)
i /∂xj — производные по локальной

и глобальным координатам.

Подставляя выражение (4) в закон Гука в системе (2), получаем

асимптотическое разложения для напряжений

σij = σ
(0)
ij + κσ

(1)
ij + κ

2σ
(2)
ij + . . . , (6)

где

σ
(0)
IJ = CIJKLε

(0)
KL + CIJk3ε

(0)
k3 , σ

(0)
i3 = Ci3KLε

(0)
KL + Ci3k3ε

(0)
k3 ;

σ
(1)
IJ = CIJKLε

(1)
KL + CIJk3ε

(1)
k3 , σ

(1)
i3 = Ci3KLε

(1)
KL + Ci3k3ε

(1)
k3 ;

σ
(2)
IJ = CIJKLε

(2)
KL + CIJk3ε

(2)
k3 , σ

(2)
i3 = Ci3KLε

(2)
KL + Ci3k3ε

(2)
k3 и т.д.

(7)

Формулировка локальных задач. Подставляя разложения (3), (4)

и (6) в уравнения установившихся колебаний и граничные условия
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системы (2), получаем

1

κ
σ
(0)
i3/3 + (σ

(0)
iJ,J + σ

(1)
i3/3 + ρω

2u
(0)
i ) + κ(σ

(1)
iJ,J + σ

(2)
i3/3 + ρω

2u
(1)
i )+

+ κ2(σ
(2)
iJ,J + σ

(3)
i3/3 + ρω

2u
(2)
i ) + . . . = 0;

Σ3± : σ
(0)
i3 + κσ

(1)
i3 + κ

2σ
(2)
i3 + . . . = −κ

3p±δi3;

ΣT : ui = u
(0)
i + κu

(1)
i + κ

2u
(2)
i + κ

3u
(3)
i + . . . = uei.

(8)

Приравнивая в уравнениях равновесия члены при κ−1 к нулю, а при
остальных степенях от κ — к некоторым величинам h(0)i , h

(1)
i , h

(2)
i , не

зависящим от координаты ξl, находим рекуррентную последователь-

ность локальных задач. Задача для нулевого приближения имеет вид

σ
(0)
i3/3 = 0,

σ
(0)
i3 = Ci3KLε

(0)
KL + Ci3k3ε

(0)
k3 ,

ε
(0)
IJ =

1

2
(u
(0)
I,J + u

(0)
J,I), ε

(0)
I3 =

1

2
(u
(0)
3,I + u

(1)
I/3), ε

(0)
33 = u

(1)
3/3,

Σ3± : σ
(0)
i3 = 0; ΣS : [σ

(0)
i3 ] = 0, [u

(1)
i ] = 0, < u

(1)
i > = 0;

(9)

для первого приближения —

σ
(1)
i3/3 + σ

(0)
iJ,J + ρω

2u
(0)
i = h

(0)
i ,

σ
(1)
i3 = Ci3KLε

(1)
KL + Ci3k3ε

(1)
k3 ,

ε
(1)
IJ =

1

2
(u
(1)
I,J + u

(1)
J,I), ε

(1)
I3 =

1

2
(u
(1)
3,I + u

(2)
I/3), ε

(1)
33 = u

(2)
3/3,

Σ3± : σ
(1)
i3 = 0; ΣS : [σ

(1)
i3 ] = 0, [u

(2)
i ] = 0, < u

(2)
i > = 0;

(10)

для второго приближения —

σ
(2)
i3/3 + σ

(1)
iJ,J + ρω

2u
(1)
i = h

(1)
i ,

σ
(2)
i3 = Ci3KLε

(2)
KL + Ci3k3ε

(2)
k3 ,

ε
(2)
IJ =

1

2
(u
(2)
I,J + u

(2)
J,I), ε

(2)
I3 =

1

2
(u
(2)
3,I + u

(3)
I/3), ε

(2)
33 = u

(3)
3/3,

Σ3± : σ
(2)
i3 = 0; ΣS : [σ

(2)
i3 ] = 0, [u

(3)
i ] = 0, < u

(3)
i >= 0;

(11)

для третьего приближения —

σ
(3)
i3/3 + σ

(2)
iJ,J + ρω

2u
(2)
i = h

(2)
i ,

σ
(3)
i3 = Ci3KLε

(3)
KL + Ci3k3ε

(3)
k3 ,

ε
(3)
IJ =

1

2
(u
(3)
I,J + u

(2)
J,I), ε

(3)
I3 =

1

2
(u
(3)
3,I + u

(4)
I/3), ε

(3)
33 = u

(4)
3/3,

Σ3± : σ
(3)
i3 = −p±δi3; ΣS : [σ

(3)
i3 ] = 0, [u

(4)
i ] = 0, < u

(4)
i >= 0 и т.д.

(12)
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Здесь

< u
(1)
i >=

0,5∫

−0,5

u
(3)
i dξ. (13)

— операция осреднения по толщине пластины.
Уравнения установившихся колебаний (8) после введения функций

h
(0)
i , h

(1)
i , h

(2)
i принимают вид

h
(0)
i + κh

(1)
i + κ

2h
(2)
i + . . . = 0. (14)

Решение локальной задачи нулевого приближения (9) — функции
u
(1)
j , ε

(0)
kl , σ

(0)
ij , зависящие от локальных координат ξl и входных данных

этой задачи — перемещений u(0)j (xJ). Решением задачи (10) являются

функции u(2)j , ε
(1)
kl , σ

(1)
ij , а функции u(1)j , σ

(0)
ij в этой задаче — входные

данные. В задаче (11) функции u(3)j , ε
(2)
kl , σ

(2)
ij неизвестны, а функции

u
(2)
j , ε

(1)
kl , σ

(1)
ij — входные данные и т.д.

Решение задачи нулевого приближения. Ввиду того, что задачи
(9)–(11) являются одномерными по локальной переменной ξ, их ре-
шение можно найти аналитически. Решение уравнений равновесия с
граничными условиями в локальной задаче (9) имеет вид

σ
(0)
i3 = 0, ∀ξ : −0,5 < ξ < 0,5. (15)

Подставляя в (15) выражение (7) для σ(0)i3 , получаем

Ci3KLε
(0)
KL + Ci3k3ε

(0)
k3 = 0. (16)

Выразим из системы уравнений (16) деформации

ε
(0)
k3 = −C

−1
k3i3Ci3KLε

(0)
KL, (17)

где C−1i3k3 — матрица компонент, обратная матрице Ci3k3. Подставляя в
(16) выражения для деформаций ε(0)k3 из (9), после интегрирования с
учетом условий < u(1)i >= 0, находим перемещения

u
(1)
I = −ξu

(0)
3,I + 2ε

(0)
KL

(

<

ξ∫

−0,5

C−1I3i3Ci3KLdξ > −

ξ∫

−0,5

C−1I3i3Ci3KLdξ

)

;

u
(1)
3 = ε

(0)
KL

(

<

ξ∫

−0,5

C−133i3Ci3KLdξ > −

ξ∫

−0,5

C−133i3Ci3KLdξ

)

. (18)

Здесь учтено, что деформации ε(0)KL(xJ) согласно (9) не зависят от
переменной ξ.

Подставляя выражение (18) в первую группу соотношений (7),
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определяем, что напряжения σ(0)IJ , в отличие от напряжений σ(0)i3 , явля-
ются ненулевыми

σ
(0)
IJ = C

(0)
IJKLε

(0)
KL; (19)

C
(0)
IJKL = CIJKL − CIJk3C

−1
k3i3Ci3KL. (20)

Решение задачи первого, второго и третьего приближений. Ре-
шение уравнений установившихся колебаний (10)–(12) вместе с гра-
ничными условиями на поверхности ΣS и ξ = −0,5 имеет вид

σ
(1)
i3 = −

ξ∫

−0,5

(σ
(0)
iJ,J + ρω

2u
(0)
i )dξ + h

(0)
i (ξ + 0,5); (21)

σ
(2)
i3 = −

ξ∫

−0,5

(σ
(1)
iJ,J + ρω

2u
(1)
i )dξ + h

(1)
i (ξ + 0,5); (22)

σ
(3)
i3 = −p−δi3 −

ξ∫

−0,5

(σ
(2)
iJ,J + ρω

2u
(2)
i )dξ + h

(2)
i (ξ + 0,5). (23)

Условия существования решения (21)–(23) задач (10)–(12), удовле-
творяющих граничным условиям σ(1)i3 = 0, σ

(2)
i3 = 0, σ

(1)
i3 = −p+ на

внешней поверхности ξ = 0,5, приводят к следующей системе урав-
нений для вычисления функций:

h
(0)
i =< σ

(0)
iJ,J > + < ρ > ω

2u
(0)
i ; (24)

h
(1)
i =< σ

(1)
iJ,J > +ω

2 < ρu
(1)
i >; (25)

h
(2)
i =< σ

(2)
iJ,J > +ω

2 < ρu
(2)
i > −Δpδi3, Δp = p+ − p−, (26)

так как функция u(0)i не зависит от переменной ξ. С учетом формул
(24)–(26) напряжения σ(m)i3 (21)–(23) принимают вид

σ
(1)
i3 =

ξ∫

−0,5

(< σ
(0)
iJ,J > −σ

(0)
iJ,J + (< ρ > −ρ)ω

2u
(0)
i )dξ; (27)

σ
(2)
i3 =

ξ∫

−0,5

(< σ
(1)
iJ,J > −σ

(1)
iJ,J + ω

2(< ρu
(1)
i > −ρu

(1)
i ))dξ; (28)

σ
(3)
i3 = −(p− +Δp(ξ + 0,5))δi3+

+

ξ∫

−0,5

(< σ
(2)
iJ,J > −σ

(2)
iJ,J + ω

2(< ρu
(2)
i > −ρu

(2)
i ))dξ. (29)
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Если подставить выражение (19) в (27), то с учетом (15) для напряже-

ний получим следующие формулы:

σ
(1)
I3 = ε

(0)
KL,J

ξ∫

−0,5

(< C
(0)
IJKL > −C

(0)
IJKL)dξ +

ξ∫

−0,5

(< ρ > −ρ)ω2u(0)I dξ;

σ
(1)
33 =

ξ∫

−0,5

(< ρ > −ρ)ω2u(0)3 dξ. (30)

Отметим, что в отличие от квазистатической задачи [7, 8] для уста-
новившихся колебаний напряжение σ(1)33 отлично от нуля. Выразим
деформации ε(1)k3 из четвертой группы соотношений (7), тогда с учетом

формул (27) запишем

ε
(1)
k3 = −C

−1
k3i3Ci3KLε

(1)
KL + ε

(0)
KL,JC

−1
k3I3

ξ∫

−0,5

(< C
(0)
IJKL > −C

(0)
IJKL)dξ+

+ω2C−1k3i3u
(0)
i

ξ∫

−0,5

(< ρ > −ρ)dξ. (31)

Если подставить (31) в третью группу соотношений (7), то найдем

оставшиеся напряжения первого приближения

σ
(1)
IJ = C

(0)
IJKLε

(1)
KL +N

(0)
IJKLMε

(0)
KL,M + ω

2GIJiu
(0)
i ;

N
(0)
IJKLM = CIJk3C

−1
k3P3

ξ∫

−0,5

(< C
(0)
PMKL > −C

(0)
PMKL)dξ; (32)

GIJi = CIJk3C
−1
k3i3

ξ∫

−0,5

(< ρ > −ρ)dξ.

Деформации ε(1)KL с учетом формул (10), (18) можно представить в виде

ε
(1)
KL = ξηKL + ΦKLMNSε

(0)
MN,S; (33)

ηKL = −u
(0)
3,KL, ΦKLMNS(ξ) = Φ̃KLMNS(ξ)− < Φ̃KLMNS(ξ) >; (34)

Φ̃KLMNS(ξ) = −

ξ∫

−0,5

(C−1K3i3δSL + C
−1
L3i3δSK)Ci3MNdξ. (35)
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С учетом формул (33) выражения (32) принимают вид

σ
(1)
IJ = ξC

(0)
IJKLηKL + Ñ

(0)
IJKLMε

(0)
KL,M + ω

2GIJiu
(0)
i ;

Ñ
(0)
IJKLM = N

(0)
IJKLM + ΦIJKLM .

(36)

Вычислим перемещения u(2)i второго приближения, используя
третью формулу в (7) и пятую формулу в (5): u(2)I/3 = −u

(1)
3,I +

+ 2C−1I3i3(σ
(1)
i3 − Ci3KLε

(1)
KL). После интегрирования этого выражения

с учетом условий < u(2)i >= 0, находим перемещения u(2)i

u
(2)
I = <

ξ∫

−0,5

u
(1)
3,Idξ > −

ξ∫

−0,5

u
(1)
3,Idξ−2 <

ξ∫

−0,5

C−1I3i3(σ
(1)
i3 −Ci3KLε

(1)
KL)dξ > +

+ 2

ξ∫

−0,5

C−1I3i3(σ
(1)
i3 − Ci3KLε

(1)
KL)dξ.

Осредненные уравнения установившихся колебаний много-
слойных пластин. Подставляя выражения (24), (25) в асимптотиче-
ское разложение (14) уравнений равновесия, получаем

< σ
(0)
iJ,J > + < ρ > ω

2u
(0)
i + κ(< σ

(1)
iJ,J > +ω

2 < ρu
(1)
i >)+

+ κ2(< σ
(2)
iJ,J > +ω

2 < ρu
(2)
i > −Δpδi3) + . . . = 0. (37)

Умножим уравнения системы (8) на ξκ и проинтегрируем их по
толщине, далее запишем следующее вспомогательное уравнение:

κ(< ξσ
(0)
IJ,J > +ω

2 < ρu
(1)
I ξ > − < σ

(1)
I3 >)+

+ κ2(< ξσ
(1)
IJ,J > +ω

2 < ρu
(2)
I ξ > − < σ

(2)
I3 >) + . . . = 0, (38)

В (38) учтено, что < ξσ(1)i3/3 >= − < σ
(1)
i3 >, < ξσ(2)i3/3 >= − < σ

(2)
i3 >

в силу граничных условий Σ3± : σ
(0)
i3 = 0, σ

(1)
i3 = 0.

Введем обозначения для усилий TIJ , моментов MIJ и перерезыва-
ющих сил QI в пластине

TIJ =< σ
(0)
IJ > +κ < σ

(1)
IJ > + . . . ;

MIJ = κ < ξσ
(0)
IJ > +κ

2 < ξσ
(1)
IJ > + . . . ;

QI = κ < σ
(1)
I3 > +κ

2 < σ
(2)
I3 > + . . . ,

(39)

а также обозначения для обобщенных перемещений пластины

ρ̄Ui =< ρ > u
(0)
i + κ < ρu

(1)
i > +κ

2 < ρu
(2)
i > + . . . ;

ρ̄ΓI = κ < ρu
(1)
I ξ > +κ

2 < ρu
(2)
I ξ > + . . . ,

где ρ̄ =< ρ >.
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Если в приведенных выражениях сохранить только главные члены
асимптотических разложений, то с учетом (18) имеем

Ui = u
(0)
i ;

ρ̄ΓI = κ < ρu
(1)
I ξ >= −Ru

(0)
3,I + ε

(0)
KLRIKL;

RIKL = 2κ <

ξ∫

−0,5

C−1I3i3Ci3KLdξ >< ρξ > −2κ < ρξ

ξ∫

−0,5

C−1I3i3Ci3KLdξ >;

R = κ < ρξ2 > .

В результате уравнения (37), (38) можно записать в традиционном для
теории пластин виде уравнений равновесия и уравнений моментов при
установившихся колебаниях

TIJ,J+ ρ̄ω
2UI = 0, QJ,J+ ρ̄ω

2U3 = Δp̄, MIJ,J−QI+ ρ̄ω
2ΓI = 0. (40)

Это и есть искомые осредненные уравнения установившихся ко-
лебаний многослойной пластины, здесь использовано обозначение
Δp̄ = κ2Δp. Уравнения (40) отличаются от классических уравне-
ний колебаний пластин только наличием слагаемого ε(0)KLRIKL при
коэффициентах ΓI .

Осредненные определяющие соотношения теории пластин.
Подставляя выражения (19), (30), (36) для напряжений σ(0)IJ ,σ(1)IJ , σ(1)I3 в
интегралы формул (39), получаем

TIJ = C̄IJKLε
(0)
KL + BIJKLηKL +KIJKLMε

(0)
KL,M + ω

2ḠIJiu
(0)
i ; (41)

MIJ = BIJKLε
(0)
KL +DIJKLηKL + K̄IJKLMε

(0)
KL,M + ω

2ĜIJiu
(0)
i ; (42)

QI = KIJKLε
(0)
KL,J + ω

2Ḡu
(0)
I + κ

2 < σ
(2)
I3 >, (43)

где

C̄IJKL =< C
(0)
IJKL >=< CIJKL > − < CIJk3C

−1
k3i3Ci3KL >; (44)

BIJKL = κ < ξC
(0)
IJKL >,KIJKLM = κ < Ñ

(0)
IJKLM >,KIJKL =

= κ <

ξ∫

−0,5

(< C
(0)
IJKL > −C

(0)
IJKL)dξ >;

DIJKL = κ
2 < ξ2C

(0)
IJKL >; K̄IJKLM = κ

2 < ξÑ
(0)
IJKLM >;

ḠIJi = κ < GIJi >= κ < CIJk3C
−1
k3i3

ξ∫

−0,5

(< ρ > −ρ)dξ >;
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ĜIJi = κ
2 < ξGIJi >= κ

2 < CIJk3C
−1
k3i3ξ

ξ∫

−0,5

(< ρ > −ρ)dξ >;

Ḡ = κ <

ξ∫

−0,5

(< ρ > −ρ)dξ >

— тензоры осредненных упругих констант пластины.
В частном случае, когда выполняются следующие условия: 1) слои

пластины расположены симметрично относительно плоскости ξ = 0;

2) толщины всех слоев одинаковы, функции вида< C(0)PMKL > −C
(0)
PMKL

будут симметричными относительно плоскости, а функции
ξ∫

−0,5

(< C
(0)
PMKL > −C

(0)
PMKL) — антисимметричными, поэтому при-

веденные ниже функции являются нулевыми:

BIJKL = 0, KIJKLM = 0, KIJKL = 0 ḠIJi = 0, (45)

а определяющие соотношения (41)–(43) принимают более простой вид

TIJ = C̄IJKLε
(0)
KL, MIJ = DIJKLηKL + K̄IJKLMε

(0)
KL,M + ω

2ĜIJiu
(0)
i ,

(46)
который для моментов имеет вид, отличный от вида уравнений клас-
сической теории пластин Кирхгофа – Лява и Тимошенко [20] ввиду
наличия второго и третьего слагаемых.

Осредненные кинематические соотношения теории пластин.
В систему осредненных определяющих соотношений (41)–(43) входят
деформации срединной поверхности ε(0)KL, кривизны ηKL и градиенты
деформаций ε(0)KL,N , которые зависят от трех функций u(0)I , u(0)3 глобаль-
ных переменных xI :

ε
(0)
IJ =

1

2
(u
(0)
I,J + u

(0)
J,I), ηKL = −u

(0)
3,KL. (47)

Осредненная система уравнений для установившихся колеба-
ний многослойных пластин. Подставляя далее выражения (41)–(43)
и (47) в систему (40), получаем систему относительно трех неизвест-
ных функций u(0)I , u(0)3 :

C̄IJKLu
(0)
K,LJ − BIJKLu

(0)
3,KLJ +KIJKLMu

(0)
K,LMJ+

+ ω2(ḠIJi+ < ρ > δi3)u
(0)
i,J = 0;

BIJKLu
(0)
K,LJI −DIJKLu

(0)
3,KLJI + K̄IJKLMu

(0)
K,LMJI + ω

2ĜIJiu
(0)
i,IJ−

− ω2(Ru(0)3,II − u
(0)
K,LIRIKL + ρ̄u

(0)
3 ) = Δp̄. (48)
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Система (48) имеет четвертый порядок относительно прогиба u(0)3 , как
в классической теории пластин Кирхгофа – Лява, и третий порядок
производных относительно продольных перемещений u(0)I , чем отли-
чается от теории Кирхгофа – Лява. Отличается она также наличием
слагаемых при ḠIJi, RIKL и ĜIJi. Нелинейная зависимость переме-
щений uk от переменной ξ обусловлена различием модулей упругости
для разных слоев пластины.

Напряжения межслойного сдвига и поперечные напряжения
в пластине. После того как решены осредненные уравнения (48) и
найдены функции u(0)I , u(0)3 , можно вычислить деформации (47), а за-
тем напряжения σ(0)IJ по формулам (19). Сдвиговые напряжения σ(0)I3
и поперечное напряжение σ(0)33 , как было установлено, в пластине то-
ждественно равны нулю. Ненулевые значения сдвиговых напряжений
появляются у следующего члена асимптотического разложения: σ(1)I3
(согласно (30)). Для поперечного напряжения первое в асимптотиче-
ском ряду ненулевое значение — значение σ(1)33 , которое вычисляется
по (30), а члены разложения σ(2)33 и σ(3)33 — по (28), (29):

σ33 = κ

ξ∫

−0,5

(< ρ > −ρ)ω2u(0)3 dξ +

+κ2
ξ∫

−0,5

(< σ
(1)
3J,J > −σ

(1)
3J,J+(< ρ > −ρ)ω

2u
(1)
i )dξ+κ

3(−p−−Δp(ξ+0,5) +

+

ξ∫

−0,5

(< σ
(2)
3J,J > −σ

(2)
3J,J + ω

2(< ρu
(2)
i > −ρu

(2)
i ))dξ); (49)

σI3 = κ

ξ∫

−0,5

(< σ
(0)
IJ,J > −σ

(0)
IJ,J + (< ρ > −ρ)ω

2u
(0)
I )dξ +

+ κ2
ξ∫

−0,5

(< σ
(1)
IJ,J > −σ

(1)
IJ,J + ω

2(< ρu
(1)
I > −ρu

(1)
I ))dξ. (50)

Таким образом, разработанная теория тонких пластин позволяет найти
все шесть компонент тензора напряжений.

Изгибные колебания симметричной многослойной композит-
ной пластины. Рассмотрим в качестве примера классическую зада-
чу об установившихся изгибных колебаниях многослойной пластины
прямоугольной формы под действием равномерно распределенного
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давления. Пусть слои пластины расположены симметрично относи-
тельно плоскости ξ = 0, поэтому имеют место соотношения (45).
В этом случае

u
(0)
I = 0, ε

(0)
KL = 0, TIJ = 0, σ

(0)
IJ = 0 (51)

и ненулевыми неизвестными функциями являются только функции

u
(0)
3 (x), M11(x), Q1(x), (52)

где x = x1 — безразмерная продольная координата пластины. Тожде-
ственно ненулевые уравнения колебаний (40), определяющие соотно-
шения (42) и кинематические соотношения (47) принимают вид

Q1,1 + ρ̄ω
2u
(0)
3 = Δp̄, M11,1 −Q1 − ω

2Ru
(0)
3,1 = 0;

M11 = D1111η11 + ω
2Ĝ113u

(0)
3 , η11 = −u

(0)
3,11. (53)

Здесь Ĝ113 = κ2 < C11k3C
−1
k333ξ

ξ∫

−0,5

(< ρ > −ρ)dξ >.

Исключая из первых двух уравнений системы (53) перерезываю-
щую силу, получаем

M11,11 + ω
2(ρ̄u

(0)
3 −Ru

(0)
3,11) = Δp̄;

M11 = −D1111u
(0)
3,11 + ω

2Ĝ113u
(0)
3 ,

отсюда окончательное дифференциальное уравнение колебаний мно-
гослойной пластины имеет вид

D1111u
(0)
3,1111 + ω

2R(1− Ĝ113/R)u
(0)
3,11 − ω

2ρ̄u
(0)
3 +Δp̄ = 0. (54)

Уравнение (54) почти совпадает с классическим уравнением изгиб-
ных колебаний пластины Кирхгофа – Лява и отличается от него только
членом

Ĝ113

R
=

κ

< ρξ2 >
< C11k3C

−1
k333ξ

ξ∫

−0,5

(< ρ > −ρ)dξ >, (55)

который мал по сравнению с единицой. Таким образом, разработанная
асимптотическая теория колебаний многослойных пластин в частном
случае колебаний симметричных пластин приводит к хорошо извест-
ному уравнению колебаний пластин Кирхгофа – Лява.

Рассмотрим решение уравнения (54) вместе с граничными услови-
ями шарнирного закрепления торцов пластины

x = 0 и x = 1 : u(0)3 = 0, u
(0)
3,11 = 0. (56)
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Для случая Δp̄ = 0 решение задачи (54), (56) представляет собой
собственные колебания пластины u(0)3 = Wn sin(πnx), где u(0)3 =
= Wn sin(πnx) — амплитуда, n = 1, 2, 3 . . . В таком случае частота ω
является собственной частой ωn колебаний пластины и вычисляется
по формуле

ω2n =
(πn)4D1111

ρ̄+ π2n2(R− Ĝ113)
. (57)

Напряжения σ(0)IJ , σ(0)k3 нулевого приближения согласно (15) и (51) явля-
ются нулевыми, а напряжения первого и второго приближений соглас-
но (36), (30) и (29) в рассматриваемой задаче имеют следующий вид:

σ
(1)
IJ = −ξC

(0)
IJ11u

(0)
3,11 + ω

2GIJ3u
(0)
3 ;

σ
(1)
I3 = 0; σ

(1)
33 = u

(0)
3

ξ∫

−0,5

(< ρ > −ρ)ω2dξ; (58)

σ
(2)
I3 = −u

(0)
3,111

ξ∫

−0,5

(< ξC
(0)
I111 > −ξC

(0)
I111)dξ+

+ ω2u
(0)
3,1

ξ∫

−0,5

(< GIJ3 > −GIJ3)dξ − ω
2u
(0)
3,1

ξ∫

−0,5

(< ρξ > −ρξ)dξ;

σ
(2)
33 = 0;

σ
(3)
33 =

ξ∫

−0,5

(< σ
(2)
3J,J > −σ

(2)
3J,J + ω

2(< ρu
(2)
3 > −ρu

(2)
3 ))dξ,

так как u(1)I = −ξu
(0)
3,I , u

(1)
2 = u

(1)
3 = 0 в соответствии с (18).

Следовательно, изгибные напряжения, напряжения межслойного
сдвига и поперечные напряжения согласно (6) при сохранении главных
членов в асимптотических разложениях вычисляются по формулам

σIJ = −κ(ξC
(0)
IJ11u

(0)
3,11 + ω

2GIJ3u
(0)
3 );

σI3 = −κ
2u
(0)
3,111

ξ∫

−0,5

(< ξC
(0)
I111 > −ξC

(0)
I111)dξ+κ

2ω2u
(0)
3,1

ξ∫

−0,5

(< GIJ3 > −

−GIJ3)dξ − κ
2ω2u

(0)
3,1

ξ∫

−0,5

(< ρξ > −ρξ)dξ; (59)
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σ33 = κ

ξ∫

−0,5

(< ρ > −ρ)ω2u(0)3 dξ − κ
3(p− +Δp(ξ + 0,5)−

−

ξ∫

−0,5

(< σ
(2)
31,1 > −σ

(2)
31,1)dξ − ω

2

ξ∫

−0,5

(< ρu
(2)
3 > −ρu

(2)
3 )dξ);

σ
(2)
31,1 = −u

(0)
3,1111

ξ∫

−0,5

[
< σ(2) > −σ(2)

]
dξ + ωu

(0)
3,11×

×

ξ∫

−0,5



<

ξ∫

−0,5

(< G113 > −G113)dξ > −

ξ∫

−0,5

(< G113 > −G113)dξ



 dξ−

− ω2u(0)3,11

ξ∫

−0,5



<

ξ∫

−0,5

(< ξρ > −ξρ)dξ > −

ξ∫

−0,5

(< ξρ > −ξρ)dξ



 dξ;

σ(2) =

ξ∫

−0,5

(< ξC
(0)
1111 > −ξC

(0)
1111)dξ.

Численная реализация аналитического решения и сравнение
с трехмерной теорией упругости. Для анализа точности асимптоти-
ческой теории многослойных пластин сравним результаты расчетов
напряжений по формулам (59) с результатами расчетов, полученных
с помощью точной трехмерной теории упругости. Для нахождения
численного решения по трехмерной теории используем программный
конечно-элементный пакет ANSYS с тетраэдальным десятиузловым
конечным элементом SOLID187. В этом случае пластина рассматри-
вается как трехмерное тело (параллелепипед), торцы которого (x = 0
и x = 1) шарнирно закреплены, внешние поверхности (ξ = 0,5,
ξ = −0,5) полагаются свободными, а боковые грани x2 = ±b/(2L)
(b — ширина пластины) защемлены со свободным скольжением u2 = 0,
σ12 = 0, σ13 = 0. Пластина состояла из трех слоев с симметричным их
расположением относительно срединной плоскости (рис. 1): толщина
средней пластины в 2 раза больше толщины внешних слоев. Числа
κ = h/L и b/L были выбраны равными κ = b/L = 0, 04, что обеспе-
чивало условие “тонкости” пластины. Материалы слоев ортотропны,
главные оси ортотропии совпадают с осями симметрии пластины, зна-
чения упругих характеристик слоев соответствуют характеристикам
двух типов стеклопластика и приведены ниже:
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№ E1, ГПа E2, ГПа E3, ГПа G12, ГПа G13, ГПа G23, ГПа ν12 ν31 ν23

1 14 14 5,3 1,8 0,75 0,75 0,08 0,14 0,15

2 21 21 7,95 2,7 1,125 1,125 0,12 0,21 0,225

В процессе проведения трехмерных конечно-элементных рас-
четов с помощью пакета ANSYS была установлена существенная
зависимость решения от использованной при расчетах конечно-
элементной сетки. В начале расчеты проводились с равномерной
конечно-элементной сеткой с числом элементов по толщине пластины,
равным N = 12 (соответствует минимум трем конечным элементам по
толщине на каждый слой пластины). Общее число конечных элемен-
тов для всей пластины в такой сетке составило 492 544 (или 693 634
узла). Однако точность определенного на сетке решения, оценивае-
мая по отклонению от решения (60), которое получено с помощью
асимптотической теории (далее АТ-решение), оказалась крайне не
удовлетворительной. Для повышения точности конечно-элементного
решения потребовалось существенное измельчение сетки с 80 конеч-
ными элементами по толщине пластины. При этом резко возросло
общее число конечных элементов — примерно до 50 млн, что сде-
лало затруднительным не только решение задачи на персональном
компьютере, но и само хранение конечно-элементной сетки в опера-
тивной памяти компьютера. Для того чтобы избежать необходимости
применения параллельных вычислений, было предложено создать
специальную неравномерную конечно-элементной сетку, для кото-
рой сгущение реализуется только вблизи девяти нормальных сечений
пластины, названных “опорными”, для остальных частей пластины
использовалась существенно более крупная сетка. Так, для N = 12 чи-
сло конечных элементов по толщине и ширине пластины вне областей
опорных сечений составило 4 (9 узлов, см. рис. 1).

Рис. 1. Неравномерная конечно-элементная сетка трехслойной пластины

114 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2015. № 6



Для сравнения АТ-решения и решения, полученного с помощью
пакета ANSYS, число конечных элементов по толщине и ширине пла-
стины в опорных сечениях, было выбрано равным N = 12 (по три
элемента на слой). Общее число конечных элементов в такой нерав-
номерной сетке оставалось относительно небольшим — 24 677 (или
38 735 узла), что позволяло быстро проводить расчеты на этой сетке.

Сравнение значений распределений напряжений, рассчитанных по
АТ-решению, с решением, полученным с помощью пакета ANSYS,
приведено на рис. 2 для двух различных сечений x = x1 = [0, 25; 0,5],
(y = x2, z = x3). Как и ранее, поперечная безразмерная координата
ξ изменяется в пределах [−0,5; 0,5]: значение ξ = 0,5 соответствует
верхней плоскости, а значения ξ = ±0,25 — плоскостям стыка слоев.
Поскольку материалы слоев выбраны ортотропными, два касательных
напряжения отсутствуют во всех слоях: σ12 = σ23 = 0.

Распределения остальных четырех напряжений (σ13, σ11, σ22, σ33),
соответствующие низшей частоте собственных колебаний, которые
рассчитаны с использованием разработанной асимптотической теории
по формулам (59) и с помощью пакета ANSYS для сетки с N = 12
достаточно хорошо совпадают (см. рис. 2).

Значения низших собственных частот, определенные с помощью
АТ-решения (57) (числитель) и пакета ANSYS (знаменатель), приве-
дены ниже:

41, 9/42, 2

158, 9/162, 9

330, 7/347, 1

Распределение напряжения σ13 (рис. 2, б) отражает тот факт, что
теоретически нулевое распределение касательного напряжения δ (σ13)
в центральном сечении x1 = 0,5 при численной конечно-элементной
реализации близко к машинному нулю, максимальное значение откло-
нений от нуля примерно в 3 раза меньше максимального значения
касательных напряжений в сечении x1 = 0, 25 (рис. 2, а).

Заключение. Разработана теория собственных колебаний тонких
упругих многослойных анизотропных пластин, которая построена
на основе асимптотического анализа общих трехмерных уравнений
упругих колебаний тел, без введения гипотез относительно характера
распределения перемещений и напряжений по толщине.

Сформулированы рекуррентные последовательности локальных
задач квазистатического равновесия для задачи колебаний и получены
их решения в явном виде. Показано, что осредненная задача теории
колебаний пластин в разработанной теории получается близкой к тео-
рии пластин Кирхгофа – Лява, но отличается от нее наличием третьего
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Рис. 2. Распределения напряжений σ13σ13σ13 (а, б), σ11σ11σ11 (в, г), σ33σ33σ33 (д, е) и σ22σ22σ22 (ж, з)
по толщине трехслойной пластины, полученные с помощью асимптотической
теории (1) и пакета ANSYS (2) для x1 = 0, 25x1 = 0, 25x1 = 0, 25 (а, в, д, ж), x1 = 0,5x1 = 0,5x1 = 0,5 (б, г, е, з)
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порядка производных продольных перемещений пластины. Слагае-
мые с этими производными отличны от нуля только для пластин с
несимметричным расположением слоев по толщине.

Предложенный метод позволяет вычислить все шесть компонент
тензора напряжений, включая поперечные нормальные напряжения и
напряжения межслойного сдвига для случая колебаний упругих тон-
ких пластин.

Приведен пример решения задачи о собственных изгибных коле-
баниях многослойных пластин. Проведено сравнение расчетов, по-
лученных с помощью разработанного метода и конечно-элементного
решения трехмерной задачи расчета собственных колебаний на осно-
ве пакета ANSYS. Предложенная асимптотическая теория позволяет
находить значения собственных частот и вычислять все шесть ком-
понент тензора напряжения в пластине с очень высокой точностью,
достичь которой с помощью конечно-элементного трехмерного реше-
ния удается только с использованием очень мелких сеток с большим
числом конечных элементов по толщине пластины. Последнее явля-
ется серьезным ограничением при расчетах тонкостенных пластин и
оболочек.

Исследования выполнены при поддержке гранта Президента РФ
№ МК-5961.2015.8.
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