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Численное решение задач контактного деформирования двух шероховатых тел
затруднено ввиду большого числа параметров вычислительных алгоритмов и
особенностей конечно-элементных моделей, значительно влияющих на резуль-
таты решения. Упругопластическая деформация материалов и изменение гео-
метрии контактирующих шероховатых поверхностей приводит к нелинейной
задаче деформирования, что часто оказывается дополнительным препятстви-
ем для успешного проведения расчета. На примере решения контактной задачи
для участка шероховатости микронных размеров в ANSYS рассмотрено влия-
ние на определяемую площадь фактического контакта одного из параметров
расширенного метода Лагранжа — допуска на проникание. Приведены рекомен-
дации по выбору значений этого параметра, позволяющие избегать физически
неправдоподобных решений. Проанализировано влияние шага приложения на-
грузки. Рассмотрены различные стратегии изменения шага нагружения в про-
цессе расчета.
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The process of finding a numerical solution to contact deformation problems of two
rough bodies is difficult due to many parameters of computational algorithms,as well
as special features of finite-element models, which significantly affect the results.
Both the elastic-plastic deformation of the materials and the geometry change of the
contacting rough surfaces result in appearing a nonlinear deformation problem and
often cause an extra difficulty in computing. The paper considers the impact of one
parameter of the augmented Lagrangian method (a penetration tolerance) on the
determined real contact area. The contact problem solution for the rough area of
micron sizes with ANSYS is taken as an example. The author gives recommendations
for selecting values of this parameter in order to avoid physically improbable
solutions. The impact of the load step is analyzed. Different strategies of the load
step modifications during the computational process are considered.
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Решая задачу контактного деформирования шероховатых поверх-
ностей, можно вычислить площадь фактического контакта, которая
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является основным неизвестным в трибологии, тепло-, магнито- и
электропроводности в составных телах. Особенно это относится к
конструкциям приборов точного приборостроения и микроэлектро-
механическим устройствам.

Применение метода конечных элементов к решению задач контакт-
ного деформирования двух шероховатых тел открывает возможность
создания и исследования моделей контакта, учитывающих структу-
ру шероховатости. В частности, мелкие неровности на поверхности
элементов шероховатости при наличии размерных эффектов оказы-
вают существенное влияние на процесс контактного взаимодействия
[1, 2]. Важнейшим в таком подходе является возможность учитывать
изменение свойств материала в процессе контактирования для ми-
кробугорков шероховатости [3]. Однако это вызывает значительные
трудности, обусловленные нелинейностью задачи вследствие изме-
нения геометрии и упругопластических свойств материалов, а так-
же большим количеством параметров применяемых вычислительных
алгоритмов, совокупное влияние которых на результат существенно,
но недостаточно изучено. К таким параметрам относятся допуск на
проникание, стратегия выбора шага приращения нагрузки, плотность
сетки конечных элементов, контактная жесткость, режим функции ав-
томатического регулирования зазора, начальное проникание и др., а
также использование контактных элементов высокого порядка, тетра-
эдральных или гексаэдральных элементов в разбиении, выбор метода
определения областей контакта. Ввиду сложности задачи приоритет-
ным можно полагать не исследование взаимовлияния всех параметров,
а поиск наиболее удачной их комбинации с позиции определения пло-
щади фактического контакта как результата задачи.

Во многих работах по расчету контактов в программном комплексе
ANSYS, например, в работе [4], вопросы выбора параметров контакт-
ных алгоритмов опускаются или приводятся лишь использованные
значения [5]. В ряде работ применительно к контактным задачам рас-
чета макроразмерных деталей приведены рекомендации по выбору
допуска на проникание и контактной жесткости, например, для би-
линейной и мультилинейной моделей упругопластического материала
[6, 7]. Однако в указанных работах рассматривался контакт гладких
поверхностей и не ставилась цель точно определить область фактиче-
ского контакта, а находились напряжения и перемещения.

В настоящей статье рассмотрено поведение фактической площади
контакта в зависимости от одного из основных параметров контактно-
го алгоритма на базе расширенного метода Лагранжа — коэффициента
допуска на проникание. Расчеты проведены с использованием про-
граммного комплекса ANSYS. В алгоритме расширенного метода Ла-
гранжа в зоне контакта вводятся гипотетические пружинные элементы
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с заданной контактной жесткостью, сила реакции одного тела по от-
ношению к другому вычисляется как произведение гипотетического
взаимного проникания тел и контактной жесткости. Обычно полага-
ется, что чем ниже значение проникания, тем выше точность резуль-
татов, но хуже сходимость итерационного решения. Ограничение на
значение проникания выбирает пользователь программного комплек-
са, который делает этот выбор методом проб и ошибок на основании
имеющегося у него опыта. В статье также рассмотрено влияние при-
бавления нагрузки.

Постановка задачи. Рассмотрим два контактирующих тела N , O
объемами V N , V O и размерами 22,5×22,5×15 мкм, ограниченные не-
подвижными поверхностями SN и SO. Высота тел 15 мкм выбрана на
основе предварительных вычислений так, чтобы на верхней и нижней
поверхностях перемещения были распределены достаточно равномер-
но. Тела имеют гладкие внешние поверхности и неидеальный контакт
неровных поверхностей между собой (рис. 1, а). Обозначим через SN1 ,
SN2 , SN3 , SN4 части поверхности SN = SN1 ∪ S

N
2 ∪ S

N
3 ∪ S

N
4 , и SO1 , SO2 ,

SO3 , SO4 части поверхности SO = SO1 ∪ S
O
2 ∪ S

O
3 ∪ S

O
4 .

На поверхность SN1 телаN действует внешнее давление р = 8МПа.
Поверхность SO1 закреплена от перемещений по оси z, а поверхно-
сти SN2 и SO2 — от перемещений в ортогональных им направлениях.
Трением пренебрегаем.

Рис. 1. Геометрическая схема (а) и модель (б) контакта шероховатых тел
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Перейдем к индексным обозначениям осей декартовой системы
координат, заменив обозначения x, y, z обозначениями x1, x2, x3. Ис-
пользуется теория течения и аддитивный подход к формированию
приращений деформаций. Математическая модель представляет собой
уравнения равновесия, обобщенный закон Гука, закон течения, соот-
ношения Коши, уравнения совместности полных деформаций, крите-
рий текучести Мизеса, соотношение для расчета контактных давлений
расширенного метода Лагранжа, граничные условия:

σij,j = 0; εij =
1 + ν

E
σij −

ν

E
δijσkk; dε

P
ij = sijdλ; εij =

1

2
(ui,j + uj,i) ;

∂2εik

∂xj∂xl
+
∂2εjl

∂xi∂xk
=
∂2εil

∂xj∂xk
+
∂2εjk

∂xi∂xl
;

(σ1 − σ2)
2 + (σ2 − σ3)

2 + (σ3 − σ1)
2 = 2Φ

(
εP
)2
;

p (xi) = Kδ + λ, xi ∈ S
O
4 ;

σ33 = p, x3 ∈ S
N
1 ,

u1 (x2) = 0, u2 (x1) = 0, x1, x2 ∈ S
N
2 + S

O
2 ,

ui (x3) = 0, x3 ∈ S
O
1 ,

где σij и εij — декартовы компоненты тензоров напряжений и дефор-
маций; ui — компоненты вектора перемещений; E — модуль Юнга;
ν — коэффициент Пуассона; δij — символ Кронекера; sij — девиа-
тор текущих напряжений; σ1, σ2, σ3 — главные напряжения; dλ, λ —
множители Лагранжа; Φ

(
εP
)

— задаваемая функция кривой упрочне-
ния материала; p — контактное давление; K — контактная жесткость;
δ — зазор между контактирующими поверхностями; σ33 — компонента
тензора напряжений.

Контактирующие поверхности сформированы следующим обра-
зом. На ровные поверхности тел, параллельные плоскости xy, наносит-
ся сетка узлов размером 4×4, которые затем сдвигаются по нормали к
поверхности на 0. . . 5 мкм в соответствии с масштабированной фрак-
тальной функцией Веерштрасса – Мандельброта [8]. Принятые пара-
метры функции: размер поверхности L = 0,0225м; фрактальная ше-
роховатость G = 1 ∙ 10−6 мм; фрактальная размерность D = 2,3; мас-
штабный параметр γ = 1,5; число волнM = 10; максимальный номер
частоты nmax = 17; длина отсечки Ls = 1 ∙ 10−2 мм. Полученная не-
гладкая поверхность, использованная в расчетах, показана на рис. 1, б.

Задача деформирования решается в квазистатической постановке.
Материал тел — медь М2 с модулем упругости Е = 120ГПа и коэф-
фициентом Пуассона μ = 0,38. Предположим, что материал изотроп-
но упрочняющийся, диаграмма пластического деформирования, взятая
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Рис. 2. Поле эквивалентных напряжений, МПа, и форма контактирующих тел
до (а) и после (б) деформации

из работы [9], аппроксимировалась мультилинейной кривой с преде-
лом текучести σт = 69,6МПа. Для моделирования объема материала
использовались изопараметрические конечные элементы SOLID227.
Элементами CONTA174 покрыта нижняя поверхность, а TARGE170 —
верхняя. Форма контактирующих тел до и после деформации, а также
рассчитанное поле напряжений после деформации показаны на рис. 2.

Влияние допуска на проникание. Допуск на проникание обозна-
чается в программном комплексе ANSYS как PTOLN, равен произве-
дению коэффициента допуска на проникание (FTOLN) и средней глу-
бины контактирующих объемных конечных элементов типа SOLID187
или SOLID227 (параметр Average contact pair depth). Максимальное
допустимое значение PTOLN не должно превышать размер контакти-
рующих элементов SOLID187 (или SOLID227), т.е. допуск FTOLN не
должен быть больше 1. Коэффициент допуска на проникание (FTOLN)
по умолчанию имеет значение 0,1. Рекомендуется использовать мак-
симальное значение из диапазона 0,1. . . 1,0, при котором возможен
расчет. В случае повышения допуска на проникание при некоторых
его значениях невозможно проведение расчета вследствие непреодо-
лимого прерывания по ошибке искажения элементов (One or more
elements have become highly distorted). Больший допуск на проникание
позволяет узлам глубже проникать в материал, поэтому менее веро-
ятной становится ситуация появления мельчайших зазоров в резуль-
тате искривления элементов. Поскольку к области непосредственного
контакта (обозначаемой sliding) относятся доли конечных элементов,
прилежащие к узлам с положительным прониканием, число элементов
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непосредственного контакта возрастает с соответствующим увеличе-
нием площади фактического контакта.

В случае достаточно подробной сетки конечных элементов контак-
тирующих тел увеличение FTOLN слабее изменяет площадь фактиче-
ского контакта. Если разбиение неудачное, то повышение FTOLN мо-
жет привести к увеличению площади контакта в несколько раз (рис. 3,
рис. 4).

При FTOLN< 1 на кривой (см. рис. 3) имеют место участки умень-
шения площади фактического контакта, т.е. при наращивании нагруз-

Рис. 3. Зависимость площади фактического контакта от давления:
а — при увеличении FTOLN и условии разной поверхностной плотности разбиения
сетки конечных элементов (1 — 0,1; 2 — 0,1 для мелкой сетки; 3 — 1,0; 4 — 1,0
для мелкой сетки); б — при постепенном увеличении FTOLN (1 — 0,1; 2 — 0,5;
3 — 0,9; 4 — 1,0); в — при различном числе шагов нагружения (1 — 88 шагов при
FTOLN = 0,1; 2 — 42 шага при FTOLN = 1,0; 3, 4 — 200 шагов для FTOLN = 0,1 и
FTOLN = 1,0)
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Рис. 4. Области непосредственно контакта тела O при р = 0,5р = 0,5р = 0,5МПа (крупная
сетка) и FTOLN = 0,1 (а) и FTOLN = 1,0 (б)

ки некоторые элементы выходят из контакта. Такое поведение обу-
словлено работой используемого нелинейного контактного алгоритма.
При FTOLN = 1 участки спада отсутствуют, что является уже физиче-
ски правдоподобным. Повышение значения FTOLN заметно сокраща-
ет требуемое для расчета общее число итераций и кривая зависимости
площади фактического контакта от нагрузки становится более гладкой.

При резком различии размеров поверхностных конечных элемен-
тов у контактирующих тел использование значений FTOLN, близких
к 1, приводит к искривлению элементов (и останову расчета по со-
ответствующим сообщениям об ошибках), так как средняя глубина
контактирующих элементов много больше размера имеющихся мел-
ких поверхностных элементов. В таком случае выполнить расчет воз-
можно только при FTOLN< 1. Это не должно заметно уменьшать
площадь фактического контакта в области мелких поверхностных ко-
нечных элементов, поскольку PTOLN все равно больше их размера.
В областях более грубого разбиения на большие конечные элементы
уменьшение площади фактического контакта может быть заметным.

Следует также контролировать величину проникания, так как она
является составляющей погрешности определения зазора в контакте
и, соответственно, передачи теплоты через зазор.

Влияние выбора шага нагружения. При решении данного класса
задач шаг нагружения необходимо задавать переменным. Как прави-
ло, число шагов выбирается минимальным, так как на точность это
заметно не влияет при достаточно мелком разбиении на конечные эле-
менты. Чаще всего сообщения об ошибках возникают на начальных
шагах расчета. В программном комплексе ANSYS задается начальное
и минимальное число шагов (number of substeps, minimal number of
substeps). При расчете с переменным шагом нагружения программный
комплекс ANSYS пытается уложиться в число шагов, указанное как
минимальное, начиная с дробления нагрузки на число шагов, заданное
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как начальное. Для исключения сообщений об ошибках, возникающих
в начале расчета, можно увеличивать начальное число шагов, не меняя
минимального числа шагов. Если сообщения об ошибках появляют-
ся не на начальном этапе расчета, то необходимо увеличивать мини-
мальное число шагов. Минимальное число шагов должно всегда быть
меньше начального числа шагов. При расчете на большие давления в
моменты появления новых пятен контакта возникают трудности, как и
при первом контакте в начале расчета. Иногда в таких случаях можно
пробовать запускать задачу с постоянным числом шагов нагружения.

При недостаточном числе шагов нагружения сам процесс расчета
может выполняться без сообщений об ошибках, однако площадь фак-
тического контакта на некоторых шагах расчета будет определена с
погрешностью до 70 % и более. Увеличение числа шагов нагружения
позволяет избавиться от колебаний фактической площади контакта
при росте нагрузки (см. рис. 3, в). Однако существует предельное чи-
сло шагов нагружения, превышение которого не ведет к изменению
в зависимости. Например, при числе шагов 200 и 500 зависимости
практически совпадают.

Зависимость площади фактического контакта от давления пред-
ставляет собой дискретную функцию вследствие того, что при ква-
зистатическом нагружении нагрузка возрастает до максимальной за
заданное число шагов. Площадь фактического контакта меняется скач-
кообразно, и скачок равен площади очередного поверхностного конеч-
ного элемента, входящего в контакт.

При достаточно большом числе шагов нагружения (см. рис. 3, в)
все еще заметно некоторое колебание площади фактического контакта
при возрастании нагрузки. Причина таких колебаний численная, воз-
можно, связанная с контактным алгоритмом и дискретизацией про-
странства. В этом случае колебания уже не зависят от числа шагов
нагружения, но их значение может составлять до 40 % фактической
площади. Измельчение сетки помогает избавиться от этих колебаний,
однако на практике такой подход крайне затруднителен ввиду ограни-
ченности вычислительных ресурсов.

В случае невозможности дальнейшего деления сетки для повыше-
ния точности расчета площади фактического контакта предлагается
поступать следующим образом. Зависимость площади контакта от на-
грузки обычно имеет линейный характер для малых давлений, хотя из
теории упругости следует, что она должна быть степенной с показате-
лем степени меньше единицы [10]. Линейная зависимость получена и
при моделировании наноконтактов методами молекулярной динамики
для удельных давлений р/E до 0,05 [11]. Обсуждаемая в литерату-
ре и в целом общепринятая линейная зависимость прослеживается и
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для зависимостей с мелкими шагами нагружения (см. рис. 3, в). Осно-
вываясь на этом для малых давлений (для контакта медь М2–медь
М2 p < 50МПа) следует проводить расчет на максимально возмож-
ной мелкой сетке в как можно большем интервале давлений, а затем
выполнять линейную экстраполяцию полученной кривой.

Заключение. Коэффициент допуска на проникание, как и шаг уве-
личения нагрузки в контактных расчетах являются параметрами, на-
значаемыми пользователем. Проведенные расчеты показали, что при
неправильном выборе любого из этих параметров расчет либо невоз-
можен вследствие возникающих сообщений об ошибках, либо вычи-
сленная площадь фактического контакта может иметь погрешность
более 70 %. Анализ результатов численных экспериментов позволил
сформулировать рекомендации, позволяющие проводить расчеты кон-
такта шероховатых тел и существенно повысить точность вычисления
площади фактического контакта.
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