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Проанализирована форма свободной поверхности частично смачивающей жид-
кости при малых толщинах с учетом дополнительного химического потенциала
(расклинивающего давления) для частиц жидкости. В рамках развиваемой те-
ории продемонстрирована возможность равновесия объемной фазы жидкого
слоя с тонкой смачивающей пленкой.
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Введение. Форма свободной поверхности тонких слоев жидкости,
находящихся в равновесии определяется поверхностным натяжением,
объемными и поверхностными силами, действующими на жидкость,
и условиями смачивания. Условия смачивания при неполном (частич-
ном) смачивании могут быть сформулированы, например, как условие
Юнга для краевого угла смачивания на линии контакта свободной
поверхности жидкости с твердым телом (на линии трехфазного кон-
такта).

Учет поверхностного натяжения формально не представляет за-
труднений в рамках гидродинамики капельной жидкости [1]. Однако
при наличии поверхностного натяжения попытки выполнить условие
Юнга для краевого угла смачивания наталкиваются на принципиально
непреодолимые трудности (например, см. работу [2]).
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Возникающие проблемы удается решить, если вместо условия Юн-
га, которое задается на линии трехфазного контакта, переформулиро-
вать задачу с учетом дополнительного химического потенциала (или
расклинивающего давления), которым обладают частицы жидкости
в тонких слоях жидкости вблизи линии трехфазного контакта. Оче-
видно, что именно расклинивающее давление ответственно за форму
свободной поверхности вблизи линии трехфазного контакта. В насто-
ящее время термин “расклинивающее давление” является общепри-
нятым, был впервые введен Б.В. Дерягиным [3, 4]. В рамках такого
подхода удается в замкнутом непротиворечивом виде сформулировать
соответствующую задачу математической физики [5]. Уникальная за-
висимость расклинивающего давления от толщины жидкой пленки и
угла наклона свободной поверхности, с одной стороны, приводит к
вырождению соответствующих уравнений гидродинамики на линии
трехфазного контакта, а с другой, к выполнению условия Юнга.

В рамках такой модели в работе [6] рассмотрено равновесие объем-
ной части жидкости со своей α-пленкой. Такая возможность подтвер-
ждена экспериментально [3, 4, 7]. Универсальный закон для формы
свободной поверхности частично смачивающей жидкости, находящей-
ся в равновесии со своей α-пленкой, также найден в работе [6].

В экспериментах доказана возможность существования в специ-
альных условиях смачивающей пленки, толщина которой превосходит
толщину α-пленки [8]. В этой же работе определена форма свободной
поверхности в переходной зоне от мениска к смачивающей пленке.
Согласно результатам экспериментов, в этой переходной зоне реали-
зуется достаточно протяженный пологий участок свободной поверхно-
сти жидкости, форма которого может быть объяснена исключительно
действием расклинивающего давления. Результаты экспериментов в
работе [8] проанализированы на основе теории Фрумкина – Дерягина,
в рамках которой используется изотерма расклинивающего давления,
строго справедливая только для плоских слоев жидкости [3, 4, 8].

Если толщина жидкой пленки переменная, то исходя из общих со-
ображений, расклинивающее давление неизбежно должно зависеть от
угла наклона свободной поверхности жидкости к твердой подложке.
Так, в работах [9, 10] был вычислен химический потенциал жидких
частиц на свободной поверхности жидкости, свободно лежащей на
твердой подложке, и явно зависящий от угла наклона. В основу вы-
числений был положен потенциал взаимодействия молекул Ван-дер-
Ваальса – Лондона. Как показано в работах авторов настоящей статьи,
несмотря на грубость таких вычислений, они позволяют правильно
интерпретировать экспериментальные данные и в замкнутом непро-
тиворечивом виде сформулировать задачу о форме свободной поверх-
ности для частично смачивающей жидкости [5, 11, 12]. В этой модели
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смачивания угол смачивания Юнга интерпретируется как угол наклона
свободной поверхности, при котором меняется знак расклинивающего
давления. В настоящее время подобный подход плодотворно развива-
ется во многих исследованиях (например, [13–29]).

В настоящей работе в рамках этого же подхода проанализирова-
на форма свободной поверхности частично смачивающей жидкости в
области перехода в находящуюся в равновесии смачивающую пленку.

Постановка задачи. Необходимым термодинамическим условием
равновесия изотермического слоя жидкости, нагруженного расклини-
вающим давлением, является постоянство ее свободной энергии во
всем объеме [30]. Отождествим потенциальную энергию взаимодей-
ствия молекул с их химическим потенциалом [31], тогда необходимое
условие термодинамического равновесия можно записать в виде

ΩF ≡ P + F = const, (1)

где ΩF — свободная энергия единицы объема жидкости [30]; P —
давление; F — химический потенциал жидкости, рассчитанный на
единицу объема.

Не теряя общности, будем полагать, что в объемной части жид-
кости F = 0, P = P0 (действием силы тяжести в жидкой пленке
пренебрегаем вследствие малости ее толщины). Тогда постоянная в
соотношении (1) равна P0. Если на поверхности пленки задано да-
вление P < P0, то форма жидкой пленки может быть определена из
соотношения

Φ = P0 − P ≡ −ΔP > 0. (2)

Здесь Φ = F |y=h(x), т.е. Φ — химический потенциал молекул жидкости
на поверхности жидкой пленки (рис. 1); ΔP — избыточное отрица-
тельное давление на поверхности жидкой пленки.

Химический потенциал на поверхности жидкой пленки (с точно-
стью до аддитивной постоянной) зададим в виде [4, 14]:

Φ = Φα (h)− σ
d2h

dx2
, (3)

Рис. 1. Форма поверхности жидкости
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где Φα (h) — дополнительный химический потенциал на свободной
поверхности, определяемый эффектами второго рода, которые про-
являются в очень тонких слоях жидкости, и равный с точностью до

знака расклинивающему давлению; σ =
8ALL
15r20

; ALL — постоянная Га-

макера для взаимодействия жидкость–жидкость; r0 — размер молекулы
жидкости.

В рамках рассматриваемой модели дополнительный химический
потенциал задается в виде

Φα =
π

12h3
[(
n2LaLL − nLnSaLS

)
G (α)− nLnSaLSG (π − α)

]
, (4)

где nL, nS — концентрации молекул жидкости и твердого тела; aLL,
aLS — постоянные взаимодействия молекул жидкость–жидкость и

жидкость–твердое тело; G(α) = 1 + cos3 α +
3

2
sin2 α cosα; α — угол

наклона свободной поверхности жидкости по отношению к твердой
поверхности, отсчитываемый со стороны жидкости. Соответствующие
постоянные Гамакера равны ALL = aLLn2L, ALS = aLSnLnS .

Функция Φα(h) при h = 0 имеет особенность, которая не может
быть скомпенсирована: Φα (h) 6= 0 при h → 0, т.е. на линии трехфаз-
ного контакта. Анализ функции Φα(h) показывает, что при выполне-
нии условия ALL > ALS (молекулы жидкости взаимодействуют между
собой сильнее, чем с молекулами твердого тела) всегда существует
некоторое значение угла α = αe, π > αe > 0, такое, что Φα(h) = 0
при h → 0. Именно это значение угла наклона свободной поверх-
ности жидкости α = αe следует отождествить с равновесным углом
смачивания Юнга на линии трехфазного контакта. Наиболее простое
выражение для равновесного угла смачивания получается в случае
выполнения условия α2e � 1, тогда

αe =

[
16

3
(1− β)

]1
4

, (5)

Выражение (4) при выполнении указанного сильного неравенства так-
же упрощается

Φα (h) =
π

48

ALL

h3

[
16

3
(1− β)− α4

]

, (6)

где β =
ALS

ALL
< 1. Далее будем полагать соотношения (5) и (6) выпол-

ненными.
Явление образования очень тонкой полимолекулярной пленки по-

стоянной толщины на поверхности твердого тела, находящейся в рав-
новесии с объемной фазой жидкости и образующей с ней краевые
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углы, было впервые отмечено А.Н. Фрумкиным и Б.В. Дерягиным. Фи-
зическая причина образования такой α-пленки и, в более общем слу-
чае, смачивающей пленки, — силы, которые должны быть отнесены
к структурным силам, т.е. к силам, связанным с изменением энтро-
пии жидкости у поверхности твердого тела. В настоящее время общей
теории структурной составляющей расклинивающего давления не су-
ществует вследствие сложности проблемы, имеющей квантовую при-
роду, и большого числа разнообразных физико-химических факторов,
действующих на поверхности твердого тела.

Основные результаты. Для построения механической модели
образования смачивающей пленки предположим, что под действи-
ем структурных сил изменяется концентрация молекул жидкости в
некотором тонком слое жидкости на поверхности твердого тела. То-
гда, проводя те же вычисления, что и при выводе соотношения (4),
находим выражение для составляющей расклинивающего давления
Φα (h), отличающееся от соотношения (4) наличием дополнительного
слагаемого:

Φα (h) =
π

12h3

[
(
n2LaLL − nLnSaLS

)
G (α)−

− nLnSaLSG (π − α)− 6nLΔnLaLL
δ

h

]

. (7)

Здесь ΔnL — среднее по толщине изменение концентрации молекул;
δ — толщина слоя жидкости, в котором происходит изменение концен-
трации молекул. Далее примем, что ΔnL > 0, так как именно в этом
случае образуется смачивающая пленка.

В приближении формул (5), (6) соотношение (7) переписывается в
виде

Φα (h) =
π

48

ALL

h3

[
16

3
(1− β)− α4 −

k

h

]

, k = 24
ΔnL
nL
δ. (8)

В формулах (3)–(8) присутствуют трудноизмеримые в рамках экспе-
риментов величины, которые определяют характерные масштабы изу-
чаемых явлений и известны только по порядку, например, постоянные
Гамакера ALL, ALS и размер атома r0. Поэтому в качестве характерных
величин удобнее принять значения величин, непосредственно измеря-
емых в экспериментах, сохраняя при этом общий теоретический вид
обсуждаемых закономерностей.

В связи с этим отождествим величину σ с поверхностным натя-
жением [5]. За одну из естественных характерных величин примем
равновесный угол смачивания αe.
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Рис. 2. Изотерма расклини-
вающего давления

В литературе имеется достаточно
много экспериментальных данных отно-
сительно возможных типов изотерм рас-
клинивающего давления в плоских слоях
жидкости, свободно лежащих на твердой
подложке. Вид изотермы расклинивающе-
го давления Π(h) = −Φα (h) |α=0, соот-
ветствующий рассматриваемому случаю
(8), приведен на рис. 2. Качественный вид
этой изотермы находится в полном соответ-
ствии с экспериментальными изотермами
расклинивающего давления для частично
смачивающих жидкостей [3, 4, 8]. Характерная величина для этой
изотермы — толщина α-пленки (см. рис. 2). Учитывая, что при h = hα
расклинивающее давление Π(hα) = 0, принимая α = 0 в (8), находим
коэффициент k = α4ehα.

Другая характерная величина — толщина hm, при которой рас-
клинивающее давление достигает минимума. Исследуя на экстремум

функцию Π(h), получаем hm =
4

3
hα, Πm =

32π

212h3α
α4eALL. Эти величи-

ны отмечены на рис. 2.
Толщина смачивающей полимолекулярной пленки h0 также от-

мечена на рис. 2. Такая толщина смачивающей пленки реализуется,
если в эксперименте достигается отрицательное избыточное давление
ΔP < 0. Возможные значения избыточного отрицательного давле-
ния принадлежат к интервалу −Πm < ΔP < 0, и, соответственно,
hα < h0 < hm.

Для оценки вычислим значение минимума давления на изотерме
расклинивающего давления Πm. В качестве примера зададим αe = 0, 3,
hα = 10

−9 м, ALL = 10−20 Дж, тогда Πm ≈ 550Па, что вполне реально
в рамках рассматриваемой модели для изотермы расклинивающего
давления.

Объединяя соотношения (1)–(8), с учетом найденных оценок для
естественных характерных величин окончательно получаем уравнение
свободной поверхности в виде

σ
d2h

dx2
−
44

33
Πm
h3α
h3

[

α4e −

(
dh

dx

)4
− α4e

hα

h

]

= −ΔP. (9)

Анализ уравнения для формы свободной поверхности жидкости (9)
удобнее проводить в безразмерных переменных. Для этого примем

h = hαη, x = hαx∗,

(
dh

dx

)2
= α2eϕ. Тогда в указанных безразмерных
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переменных после понижения порядка уравнения (9) получим

λ
dϕ

dη
−
1

η3

[

1− ϕ2 −
1

η

]

= −
27

256
β, (10)

где λ =
27

512

σα2e
hαΠm

; β =
|ΔP |
Πm

, 0 ≤ β ≤ 1 — безразмерные критерии.

Уравнение (10) должно быть дополнено граничным условием

ϕ = 0, η = η0, (11)

где η0 =
h0

hα
— величина, определяемая как минимальный действитель-

ный корень уравнения

1

η3

[

1−
1

η

]

=
27

256
β, (12)

так как именно при h = h0 достигается минимальная толщина смачи-
вающей пленки (см. рис. 2).

Согласно приведенным выше оценкам, значение безразмерной тол-
щины смачивающей пленки принадлежит к интервалу 1 < η0 < 4/3.
Полагая η0 = 1 + O (β), из уравнения (12) получаем оценку

η0 ≈ 1 +
27

256
β, 0 < β � 1. (13)

Зависимость η0 (β), полученная численно, приведена на рис. 3.
Характер интегральных кривых уравнения (10) может быть иссле-

дован методом изоклин. В интересующей нас области изменения пере-
менных качественный вид интегральных кривых на плоскости (ϕ, η)
приведен на рис. 4. Кривая, приведенная на рис. 4, а, построена при
β = 0, а кривая, показанная на рис. 4, б, — при некотором произволь-
ном значении β в допустимом интервале изменения 0 < β < 1.

При отсутствии отрицательного расклинивающего давления, т.е.
при β = 0 (см. рис. 4, а), на внешней границе переходного слоя от
α-пленки к объемной части жидкости выполняется условие Юнга, так
как ϕ ≈ 1 при η � 1. Этот факт уже был отмечен в работе [6].

Рис. 3. Полученная численно зависимость η0 (β)η0 (β)η0 (β)
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Рис. 4. Качественный вид интегральных кривых на плоскости (ϕ, η)(ϕ, η)(ϕ, η), получен-
ный при решении уравнения (10) при β = 0β = 0β = 0 (а) и 0 < β < 10 < β < 10 < β < 1 при λ2 > λ1λ2 > λ1λ2 > λ1 (б):
1, 2 — характерный вид интегральных кривых, удовлетворяющих граничному
условию (11); 3 — dϕ/dη = 0

В случае равновесия при отрицательном избыточном давлении,
т.е. при 0 < β < 1, выводы теории в рамках рассматриваемой здесь
модели не являются столь очевидными. Это связано с тем, что при
выводе основных соотношений (4) и (7) использовалась достаточно
грубая механическая модель взаимодействия молекул, особенно в ча-
сти зависимости структурной составляющей расклинивающего давле-
ния от толщины жидкой пленки. Несмотря на это, разрабатываемая
в настоящей работе теория качественно правильно описывает форму
свободной поверхности жидкости, наблюдаемую в экспериментах [8].

В качестве основной особенности формы свободной поверхности
жидкости в переходном слое в работе [8] отмечена разность толщи-
ны полимолекулярной смачивающей пленки и минимальной высоты
мениска в аппроксимации его формы кривой постоянной кривизны
H0 > h0 (в обозначениях, принятых в работе [8] и в настоящей статье).
Этот принципиальный экспериментальный факт теоретически объяс-
няется наличием точки перегиба профиля свободной поверхности, так
как интегральная кривая всегда пересекается с кривой 3, для которой
dϕ/dη = 0 (см. рис. 4, б).

Заключение. По мнению авторов настоящей статьи, несмотря на
всю ее продуктивность, теория, развиваемая на основе уравнения
Фрумкина – Дерягина для краевого угла смачивания обладает недо-
статком, связанным с игнорированием очевидной зависимости рас-
клинивающего давления от угла наклона свободной поверхности жид-
кости, что учтено в данной работе. Отметим также, что анализ формы
свободной поверхности становится значительно проще, если экспери-
ментальная информация о равновесном краевом угле смачивания αe
непосредственно участвует в построении соответствующей феноме-
нологической теории.
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