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Изучены робастные свойства оценки наименьших квадратов параметра ав-
торегрессионного уравнения со случайным коэффициентом при наличии адди-
тивных или замещающих выбросов в наблюдениях. Получено аналитическое
выражение зависимости функционала влияния оценки от авторегрессионного
параметра, дисперсии коэффициента авторегрессии, дисперсии обновляющего
процесса и параметров модели наблюдений. Вычислен коэффициент чувстви-
тельности оценки к большой погрешности, выяснены условия его конечности.
Показано, что оценка будет всегда смещенной за исключением вырожденного
случая нулевого параметра.
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Введение. В последние четверть века на смену линейным моде-
лям временны́х рядов пришли нелинейные модели, более адекватно
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объясняющие поведение реальных данных [1]. Одна из таких мо-
делей — модель авторегрессии со случайными коэффициентами [2].
Для оценивания параметров этой модели обычно используется ме-
тод наименьших квадратов, дающий при умеренных предположени-
ях о вероятностном распределении временно́го ряда состоятельные
и асимптотически нормальные оценки [2]. Однако на практике дан-
ные наблюдаются с погрешностью. Особенно в наблюдениях опасны
погрешности аномально большой величины, называемые выбросами.
Случаясь достаточно редко, они могут существенно исказить результа-
ты оценивания. С асимптотической точки зрения это может привести
к потере состоятельности оценок, когда с увеличением объема наблю-
дений временно́го ряда предельное значение оценки не совпадает с
оцениваемым параметром. Количественной мерой такого расхожде-
ния служит функционал влияния оценки, определенный для модели
независимых наблюдений в работе [3] и примененный к временны́м
рядам в работе [4].

В настоящей статье изучено асимптотическое поведение оценки
наименьших квадратов при различных моделях выбросов в наблюде-
ниях временно́го ряда, описываемого авторегрессионным уравнением
со случайными коэффициентами. Для этого вычислен ее функционал
влияния и исследовано его поведение в зависимости от параметров
авторегрессионного уравнения и параметров модели загрязнения на-
блюдений.

Процесс авторегрессии. Рассмотрим временно́й ряд Xt, удовле-
творяющий уравнению авторегрессии

Xt = (ϕ0 + ηt)Xt−1 + εt. (1)

В уравнении (1) авторегрессионный коэффициент ϕ0 + ηt есть сумма
неслучайного параметра ϕ0 и случайного процесса ηt. Если ηt = 0, то
уравнение (1) становится обычным авторегрессионным уравнением.

Далее предположим, что для любого t = 0,±1,±2, . . . у случайных
величин ηt и εt есть нулевые математические ожидания

Eεt = 0, Eηt = 0 (2)

и конечные дисперсии

Dηt = ω
2 <∞, Dt = σ

2 <∞, (3)

удовлетворяющие условию

ω2 + σ2 < 1. (4)

Также предположим, что случайные величины {ηt, εt, t=0,±1,±2, . . .}
независимы. При выполнении этих условий существует стационарное

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2016. № 2 17



и эргодическое решение уравнения (1), представимое в виде сходя-

щегося с вероятностью единицы ряда Xt =
∞∑

i=0

δiεt−i, где δ0 = 1 и

δi =
i−1∏

j=0

(a + ηi−j), i = 1, 2, . . . [2, 5]. Далее под Xt будем понимать

именно стационарное решение уравнения (1).
Модели загрязнения наблюдений. В теории временны́х рядов

наиболее распространены три модели погрешностей наблюдений:
1) аддитивная; 2) замещающая; 3) инновационная [6].

В аддитивной модели вместо процесса Xt наблюдается процесс Yt
вида

Yt = Xt + νtζt, (5)

где νt — случайный процесс с независимыми значениями,

P{νt = 1} = δ, P{νt = 0} = 1− δ, 0 < δ < 1. (6)

Другими словами, на наблюдение Xt случайным образом с вероят-
ностью δ накладывается выброс ζt, который можно интерпретировать
как результат сбоя некоторых узлов измерительного устройства. Пред-
положим, что ζt — процесс с независимыми значениями, общей для
всех ζt функцией распределения Fζ и конечной дисперсией σ2ζ = Dζt.

В замещающей модели наблюдения Yt имеют вид

Yt = (1− νt)Xt + νtζt, (7)

где величины νt и δ описываются (6), т.е. с вероятностью δ вместо про-
цессаXt наблюдается процесс ζt. Таким образом, замещающая модель
имитирует полный отказ измерительной аппаратуры с вероятностью δ.

Обычно в моделях (5)–(7) процесс ζt является гауссовым с диспер-
сией, значительно большей, чем дисперсия наблюдаемого временно́го
ряда Xt. Предположим, что случайные процессы Xt, νt и ζt не зависят
друг от друга и являются стационарными в широком смысле. Отметим,
что в моделях (5)–(7) выброс ζt в фиксированный момент времени t
влияет только на наблюдаемый процесс в этот же момент времени и
не влияет на все последующие наблюдения.

Инновационная модель выбросов — специфическая модель, при-
сущая только процессам авторегрессионного типа: процессу авторе-
грессии, процессу авторегрессии — скользящего среднего и процессу
авторегрессии — проинтегрированного скользящего среднего. В моде-
ли (1) инновационный выброс — выброс для обновляющего (иннова-
ционного) процесса εt, заключающийся в том, что процесс εt имеет
не просто нормальное, а загрязненное нормальное распределение (4),
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называемое также распределением Тьюки с плотностью

f(x) = (1− δ)
1
√
2πτ
e−
x2

2τ2 + δ
1

√
2πσ
e−
x2

2σ2 , 0 ≤ δ ≤ 1, σ > τ. (8)

Последовательность случайных величин, имеющих распределение
Тьюки, имитирует типичное на практике загрязнение последователь-
ности центрированных нормальных величин с дисперсией τ 2 не-
большой (0,01–0,15) долей δ центрированных нормальных величин с
дисперсией σ2 > τ 2. Можно также представить инновационный вы-
брос как импульс на входе динамической системы (1), а процесс Xt —
как реакцию системы на это воздействие (импульс). Отметим, что
инновационный выброс воздействует не только на текущее наблюде-
ние, но и на последующие. Таким образом, в инновационной модели
Yt = Xt, где Xt удовлетворяет (1), в котором плотность распределения
вероятности f(x) случайной величины εt имеет вид (8).

Оценка наименьших квадратов. Одна из основных задач при
исследовании уравнения (1) — оценивание его параметра ϕ0 по на-
блюдениям Y0, Y1, . . . , Yn. Наиболее распространенным методом оце-
нивания параметра ϕ0 является метод наименьших квадратов. Оценка
наименьших квадратов ϕ̂n параметра ϕ0 определяется как точка ми-
нимума функции

Ln(ϕ) =
n∑

t=1

(Yt − ϕYt−1)
2, (9)

или, что то же самое, как решение уравнения

Sn(ϕ) = 0, (10)

где

Sn(ϕ) = −L
′
n(ϕ) =

n∑

t=1

(Yt − ϕYt−1)Yt−1. (11)

Решая уравнение (10), получаем

ϕ̂n =

n∑

t=1

YtYt−1

n∑

t=1

Y 2t−1

.

Если в (6) выполнено δ = 0 , т.е. Yt = Xt для всех t, то при выпол-
нении условий (2)–(4) оценка ϕ̂n состоятельна, т.е. с увеличением n
стремится по вероятности к истинному значению параметра ϕ0 [2].

Определение робастности оценки. Если δ 6= 0 в (6), то оценка ϕ̂n
не обязана быть состоятельной. Предположим, что в этом случае су-
ществует предел lim

n→∞
ϕ̂n = ϕ(δ). Очевидно, что оценка ϕ̂n тем лучше,

чем меньше разность ϕ(δ)− ϕ0.
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Обозначим через IF (ϕ(δ), Fζ) производную ϕ(δ) по δ в нуле:
IF (ϕ(δ), Fζ) = ϕ

′(0). Производная IF (ϕ(δ), Fζ) называется функцио-
налом влияния оценки ϕ̂n. Функционал влияния IF (ϕ(δ), Fζ) зависит
от предельного значения ϕ(δ), функции распределения вероятности Fζ
выброса ζt и согласно определению является линейным членом раз-
ложения асимптотического смещения ϕ(δ)−ϕ0 предельного значения
ϕ(δ) оценки ϕ̂n: ϕ(δ)− ϕ0 = IF (ϕ(δ), Fζ)δ + o(δ), δ → 0.

Обозначим через K множество возможных функций распределения
вероятности Fζ случайной величины ζt. Оценка называется робастной,
если коэффициент чувствительности GE(ϕ(δ),K) к большой погреш-
ности, определяемый как GE(ϕ(δ),K) = sup

Fζ∈K
IF (ϕ(δ), Fζ) будет ко-

нечным.
Вычисление функционала влияния оценки наименьших квад-

ратов. Сначала вычислим функционал влияния для аддитивной моде-
ли погрешностей наблюдений.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (2)–(4) и наблюдения
Y0, Y1, . . . , Yn авторегрессионного уравнения (1) описываются моде-
лью (5), (6). Тогда функционал влияния оценки наименьших квадратов
ϕ̂n параметра ϕ0 имеет вид

IF (ϕ(δ), Fζ) = −
ϕ0Eζ

2
0

EX20
. (12)

J Поскольку случайные последовательности Xt, νt и ζt являются
стационарными и эргодическими, (см. работу [8]) стационарными и
эргодическими также будут последовательности

τ1n =
1

n

n∑

t=1

YtYt−1, τ2n =
1

n

n∑

t=1

Y 2t−1, n = 1, 2, . . . (13)

Согласно закону больших чисел, для эргодических последовательно-
стей [8] существуют пределы lim

n→∞
τ1n = E(Y1Y0), lim

n→∞
τ2n = EY

2
0 .

Поэтому

ϕ(δ) = lim
n→∞

ϕ̂n = lim
n→∞

τ1n

τ2n
=
E(Y1Y0)

EY 20
. (14)

Подставляя в (14) выражение для Yt из (5), учитывая (6) и независи-
мость величин в Xt, νt и ζt, получаем E(Y1Y0) = E(X1 + ν1ζ1)(X0 +
+ ν0ζ0) = E(X1X0) + δ

2(Eζ0)
2, EY 20 = E(X0 + ν0ζ0)

2 = EX20 + δEζ
2
0 .

Следовательно,

ϕ(δ) =
E(X1X0) + δ

2(Eζ0)
2

EX20 + δEζ
2
0

.

Отметим, что

E(X1X0) = E((ϕ0 + η1)X0 + ζ1)X0 = ϕ0EX
2
0 . (15)
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Поэтому

ϕ(δ) =
ϕ0EX

2
0 + δ

2(Eζ0)
2

EX20 + δEζ
2
0

(16)

и

IF (ϕ(δ), Fζ) =
d

dδ
ϕ(δ)

∣
∣
∣
∣
δ=0

= −
ϕ0Eζ

2
0

EX20
. I (17)

Теперь найдем функционал влияния для замещающих выбросов.
Теорема 2. Пусть выполнены условия (2)–(4) и наблюдения

Y0, Y1, . . . , Yn авторегрессионного уравнения (1) описываются моде-
лью (6), (7). Тогда функционал влияния оценки наименьших квадратов
ϕ̂n параметра ϕ0 имеет вид

IF (ϕ(δ), Fζ) = −
ϕ0(EX

2
0 + Eζ

2
0 )

EX20
. (18)

J Так же, как и при доказательстве теоремы 1, получим, что ϕ(δ)
имеет вид (14). Поскольку в (14) случайные величины Y1 и Y0 опреде-
ляются по формуле (7), с учетом (6) и независимости величин Xt, νt
и ζt, определяем

E(Y1Y0) = E((1− ν1)X1 + ν1ζ1)(((1− ν0)X0 + ν0ζ0) =

= (1− δ)2E(X1X0) + δ2(Eζ0)2 = (1− δ)2ϕ0EX20 + δ
2(Eζ0)

2,

EY 20 = E((1− ν0)X0 + ν0ζ0)
2 = (1− δ)EX20 + δEζ

2
0 .

Поэтому

ϕ(δ) =
(1− δ)2ϕ0EX20 + δ

2(Eζ0)
2

(1− δ)EX20 + δEζ
2
0

, (19)

отсюда вытекает утверждение теоремы 2.
Если выбросы описываются инновационной моделью, то оценка

наименьших квадратов остается состоятельной. Действительно, в этом

случае Yt = Xt, поэтому ϕ(δ) =
E(X1X0)

EX20
. Следовательно, оценка ϕ(δ)

описывается формулами (16) и (19), в которых δ = 0, Eζ0 = 0, Eζ20 = 0,
т.е. lim

n→∞
ϕ̂n = ϕ0.

Анализ функционала влияния. Из формул (12) и (19) следует,
что при наличии аддитивных или замещающих выбросов ζt оцен-
ка наименьших квадратов будет смещенной всегда за исключением
случая ϕ0 = 0, и смещение будет всегда отрицательным. Это смеще-
ние будет тем больше, чем больше дисперсия Dζt выброса, поскольку
Dζt = Eζ

2
t +(Eζt)

2. Кроме того, с увеличением дисперсии Dζt функци-
онал IF (ϕ(δ), Fζ) неограниченно возрастает, так что для двух моделей
выбросов GE(ϕ(δ), K) =∞ на множестве всех случайных выбросов с
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конечной дисперсией, и оценка наименьших квадратов на этом мно-
жестве не будет робастной.

Найдем зависимость IF (ϕ(δ), Fζ) от параметров ϕ0, σ, ω. В со-
ответствии с (1) и независимости процесса X0 от величин η1 и ε1
имеем EX21 = E((ϕ0 + η1)X0 + ε1)

2 = E(ϕ0 + η1)
2EX20 + σ

2 = (ϕ20 +
+ω2)EX20+σ

2. ПроцессXt стационарный, поэтому EX21 = EX
2
0 , тогда

EX20 = (ϕ
2
0 + ω

2)EX20 + σ
2, отсюда

EX20 =
σ2

1− ϕ20 − ω2
.

Подставляя это выражение в (16) и (19), для аддитивной модели вы-
бросов получаем

ϕ(δ) =
ϕ0σ

2 + δ2(1− ϕ20 − ω
2)(Eζ0)

2

σ2 + δ(1− ϕ20 − ω2)Eζ
2
0

;

IF (ϕ(δ), Fζ) = −
ϕ0

σ2
(1− ϕ20 − ω

2)Eζ20 , (20)

а для замещающей модели —

ϕ(δ) =
(1− δ)2ϕ0σ2 + δ2(1− ϕ20 − ω

2)(Eζ0)
2

(1− δ)σ2 + δ(1− ϕ20 − ω2)Eζ
2
0

;

IF (ϕ(δ), Fζ) = −
ϕ0

σ2
[σ2 + (1− ϕ20 − ω

2)Eζ20 ]. (21)

Согласно формуле (20), абсолютная величина функционала влияния
IF (ϕ(δ), Fζ) уменьшается до нуля с увеличением значения σ2 к беско-
нечности и значения ω2 до максимально возможного значения 1− ϕ20,
при котором сохраняется свойство стационарности процесса Xt. Этот
на первый взгляд парадоксальный факт объясняется тем, что при боль-
ших значениях σ2, ω2 и фиксированном математическом ожидании
Eζ20 именно большие значения σ2 и ω2 являются главной причиной
ухудшения качества оценки ϕ̂n, вклад в это ухудшение величины Eζ20
сравнительно невелик.

С возрастанием абсолютной величины параметра ϕ0 до максималь-
но возможного значения

√
1− ω2 абсолютная величина IF (ϕ(δ), Fζ)

сначала увеличивается от нуля до максимального значения, достигае-

мого в точке ϕ0 =

√
1− ω2

3
, а затем уменьшается до нуля.

Следовательно, в аддитивной модели погрешностей наблюдений
оценка наименьших квадратов проявляет относительную устойчи-
вость лишь при больших значениях σ2, ϕ0 ≈ 0 и ω2 ≈ 1− ϕ20.

В замещающей модели погрешностей наблюдений (см. (21)) оцен-
ка наименьших квадратов проявляет относительную устойчивость
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лишь при ϕ0 ≈ 0, поскольку величина |IF (ϕ(δ), Fζ)| монотонно воз-
растает с увеличением |ϕ0|. Величина |IF (ϕ(δ), Fζ)| с возрастанием
σ2 и ω2 как и в аддитивной модели также уменьшается, но уже не до
нуля.

Выводы. Оценка наименьших квадратов параметра авторегресси-
онного уравнения со случайным коэффициентом является робастной
лишь в нескольких вырожденных случаях. В замещающей модели это
происходит лишь при ϕ0 ≈ 0 и конечной дисперсии выбросов, а в ад-
дитивной модели только в трех случаях: при σ2 →∞, при ω2 ≈ 1−ϕ20
и при ϕ0 ≈ 0. За исключением указанных случаев оценка наименьших
квадратов робастной не является.
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