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Нелинейные обыкновенные дифференциальные уравнения представляют собой 
математические модели самых разнообразных процессов и явлений окружающего 
мира, являются одной из сложных категорий дифференциальных уравнений в силу 
наличия у их интегралов подвижных особых точек. Рассмотрен класс нелинейных 
обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка с полиномиальной 
правой частью не ниже третьей степени, решения которых обладают подвиж-
ными особыми точками, в общем случае не интегрируемые в квадратурах. Приме-
нен приближенный метод решения нелинейных дифференциальных уравнений с  
подвижными особыми точками алгебраического типа, предложенный В.Н. Орло-
вым. Приведено доказательство теоремы существования и единственности  
решения задачи Коши для рассматриваемого класса дифференциальных уравнений 
в области аналитичности. В доказательстве этой теоремы метод мажорант 
использован для решения нелинейных дифференциальных уравнений, а не правой ча-
сти дифференциальных уравнений, как это сделано в классической литературе. 
Предложена структура аналитических приближенных решений рассматриваемых 
уравнений с точными и возмущенными значениями начальных условий, приведены 
оценки погрешностей этих приближенных решений. Дано сравнение результатов 
расчетов с аналогичными результатами расчетов, выполненными другими авто-
рами. 

Ключевые слова: нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение, подвиж-
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Nonlinear ordinary differential equations are mathematical models of various pro-
cesses and phenomena of the real world; they belong to one of the most complicated 
categories of differential equations due to the presence of integrals of movable singu-
lar points. The study tested a class of first-order nonlinear ordinary differential equa-
tions with polynomial right part of not lower than the third degree. The solutions of 
these equations have movable singular points.  The equations are not integratable in 
quadratures in a common case. For solving nonlinear differential equations with mov-
able singular points of the algebraic type, we use the approximate method proposed by 
V.N. Orlov. We prove the existence and uniqueness of Cauchy problem solution for the 
class of differential equations in the analyticity region. In proving this theorem, we use 
the method of majorants for solving the examined nonlinear differential equations, ra-
ther than for solving the right part of differential equations, as it is done in classic  
literature. We offer the structure of approximate analytical solutions to the equations 
under study with the exact and perturbed values of the initial conditions, and we esti-
mate the errors for these approximate solutions. The findings of the research  are  
illustrated with the examples of calculations which are compared with similar results 
performed by other researchers. 

Keywords: nonlinear ordinary differential equation, movable singular point, Cauchy 
problem, analytical approximate solution, error of the approximate solution, perturba-
tion of the initial condition, analyticity region. 

Введение. Многие задачи науки и техники сводятся к решению либо 
линейных, либо нелинейных обыкновенных дифференциальных урав-
нений. Теория линейных обыкновенных дифференциальных уравнений 
достаточно полно разработана и содержит как точные, так и прибли-
женные методы решения. В настоящее время для нелинейных диффе-
ренциальных уравнений такой разработанной теории пока нет. Особен-
ность нелинейных дифференциальных уравнений — наличие подвиж-
ных особых точек у их решений. Нелинейные дифференциальные урав-
нения относятся к категории уравнений, не разрешимых в квадратурах в 
общем случае. Наличие подвижных особых точек не позволяет приме-
нять к нелинейным дифференциальным уравнениям известные аналити-
ческие и численные приближенные методы, поскольку последние не 
адаптированы к такому виду особых точек. В связи с этим задача 
нахождения приближенных решений указанного выше класса нелиней-
ных дифференциальных уравнений является актуальной. 

Материалы и методы решения задачи, принятые допущения.  
В настоящей работе применен приближенный метод решения нели-
нейных обыкновенных дифференциальных уравнений с подвижными 
особыми точками алгебраического типа, основанный на методах ана-
литической теории дифференциальных уравнений, математического 
анализа и вычислительной математики. Идея метода изложена в рабо-
тах [1–6] и заключается в разделении области поиска решения диффе-
ренциального уравнения на область аналитичности и окрестность по-
движной особой точки, а затем в построении аналитических прибли-
женных решений в этих областях. Приближенный метод основан на 
решении следующих задач: 
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1) доказательство теоремы существования и единственности реше-
ния дифференциального уравнения в области аналитичности; 

2) построение аналитического приближенного решения рассматри-
ваемого уравнения в области аналитичности; 

3) исследование влияния возмущения начального условия на при-
ближенное решение в области аналитичности; 

4) доказательство теоремы существования и единственности реше-
ния дифференциального уравнения в окрестности подвижной особой 
точки; 

5) построение аналитического приближенного решения рассматри-
ваемого уравнения в окрестности подвижной особой точки; 

6) исследование влияния возмущения подвижной особой точки на 
приближенное решение в окрестности подвижной особой точки; 

7) нахождение точных границ области применения приближенного 
решения рассматриваемого уравнения в окрестности возмущенного 
значения подвижной особой точки; 

8) получение необходимых и достаточных условий существования 
подвижных особых точек уравнения; 

9) разработка алгоритма и программы нахождения подвижной осо-
бой точки с заданной точностью на конечном промежутке. 

Следует отметить, что ранее такой метод применялся не только к 
скалярным дифференциальным уравнениям Риккати, Абеля и Пенлеве, 
но и к матричным дифференциальным уравнениям Риккати [1–6]. В по-
следнее время появились работы [7–10], в которых упомянутый выше 
приближенный метод получил дальнейшее развитие. 

В настоящей работе предложено решение первых трех перечис-
ленных задач для класса нелинейных дифференциальных уравнений 
первого порядка с полиномиальной правой частью. 

Результаты. Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравне-
ние, в общем случае не разрешимое в квадратурах, решение которого 
обладает подвижными особыми точками алгебраического типа [11]: 
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Рассмотрим задачу Коши 

 ( ) ( ) ( ),ky x y x r x    3k  ;  (2) 

 0 0( )y x y .  (3) 

Докажем существование и единственность аналитического реше-
ния задачи (2), (3). Известная теорема Коши о существовании и един-
ственности решения задачи Коши, относящаяся к одному подходу  
доказательства теоремы, не позволяет решить поставленную задачу.  
В работах [1–6] предложен другой подход в доказательстве теорем — 
метод мажорант, который применяется не к правой части дифференци-
ального уравнения как в классическом случае, а к решению уравнения. 
Такой подход позволяет получить решение поставленной задачи.  

Теорема 1. Пусть функция ( )r x  задачи Коши (2), (3) удовлетворя-
ет следующим условиям: 

1) ( )r x C  в области 

 0 1| | ,x x     (4) 
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x  из области (4), где 1 const,M   0, 1, 2n  Тогда решение этой 
задачи Коши является аналитической функцией 
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◄ Из условия теоремы следует, что функция ( )r x  является анали-
тической функцией в области (4) и может быть представлена в виде 
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Подставляя ряд (6) в уравнение (2) с учетом (7), получаем 
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Выполнив соответствующие преобразования, имеем 
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Равенство (8) обратится в тождество при условиях 

 1 1,n n nn C B A    1, 2, n    (9) 

Рекуррентное соотношение (9) позволяет однозначно определить 
все коэффициенты 1 2, , , , nС C C  Таким образом, получено фор-
мальное единственное представление решения задачи Коши (2), (3) в 
области 0 1| |x x    в виде степенного ряда (6). 

На основе соотношения (9) для коэффициентов структуры реше-
ния (6), получим ( 1) 1 0 0 1 1( , , , , )n n k nС P C A A A   , 1, 2, ,n   где 

( 1) 1n kP    — полином степени ( 1) 1n k    от 0 0 1 1, , , , nC A A A   с поло-

жительными рациональными коэффициентами.  



 

8 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. «Естественные науки». 2016. № 3 

Докажем сходимость ряда (6) в области 0 2| | .x x    Примем 
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что возможно в силу (5). 
Учитывая выражения для коэффициентов nС , полученные с помо-

щью программного обеспечения, приходим к следующей гипотезе 
оценок: 

  1 1
2 2

1
| | 1

nn k
nC k M M

n
   , 1, 2, 3, n    (10) 

Доказательство оценок (10) проведено методом математической 
индукции на основании рекуррентного соотношения (9). 
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стью сходимости и для ряда (6). Полагая, 

  2 1 1
2

1
min , ,

1kk M 

       
 

получаем сходимость ряда (6) в области 0 2| | ,x x    что и завершает 
доказательство теоремы. ►  

Оценки для коэффициентов nС  ряда (6), полученные в теореме 1, 
позволяют построить приближенное решение задачи Коши (2), (3) в 
виде  
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Теорема 2. Пусть выполняются условия 1 и 2 теоремы 1, тогда 
для аналитического приближенного решения (11) задачи Коши (2), (3) 
справедлива оценка погрешности 
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в области 0 2| | ,x x    где 2  и 2M  — величины, введенные в теореме 1. 
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◄ С учетом оценок (10) для коэффициентов nС  имеем 

 ( ) ( ) ( )NNy x y x y x     

 0
0 0

0( ) ( )
N

n n
n n

n n

C x x C x x


 

       0
1

n
n

n N

C x x


 

   

  1 1
0 2 2 0

1 1

1
1

nn n k n
n

n N n N

C x x k M M x x
n

 
 

   

        

 
 

 

1 11
2 2 0

1
2 0

1

1 1 1

N NkN

k

M M x xk

N k M x x

 



 


   
, 

при этом  1
2 01 1kk M x x    . Следовательно, теорема доказана. ► 

Пример 1. Рассмотрим задачу Коши (2), (3), где 5,k   ( ) 0,r x   

0 0,x   0 1 / 2.y   Эта задача имеет точное решение 
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Вычислим радиус области аналитичности с учетом начального условия 
задачи Коши 2 0,188235294.   

Выберем значение 1 0,09,x   принадлежащее области 0 2| | .x x    
Расчеты, связанные с оценкой приближенного решения уравнения в 
случае точного значения начального условия, приведены ниже: 

   1x  1( )y x  3 1( )y x    1  2  

0,09 0,502852731 0,502852718 1,2·10–8 0,002503452   10–6 

Здесь введены следующие обозначения: 1( )y x  — значение точного 

решения данного уравнения; 3 1( )y x  — значение приближенного реше-

ния;   — абсолютная погрешность; 1  — априорная погрешность, 

найденная по теореме 2; 2  — апостериорная погрешность. 
С использованием теоремы 2 можно решить обратную задачу тео-

рии погрешности, связанную с нахождением апостериорной погрешно-
сти, т. е. определить значение N  по заданной точности 1  приближен-

ного решения. Для 6
1 10   получаем значение 12.N   Фактически, 

для 4, 5, 6, ,12N    определяем уточнения приближенного решения 

3 1( ),y x  которые в общей сумме не превышают требуемой точности 1.  
В связи с этим можно ограничиться в структуре приближенного реше-
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ния значением 3.N   Таким образом, находим апостериорную погреш-
ность 2  для приближенного решения 3 1( ),y x  равную значению 

6
1 10 .   
Для задачи Коши (2), (3) выше рассмотрен случай точного значе-

ния начального условия и было построено приближенное решение 
(11). При осуществлении аналитического продолжения возникает зада-
ча исследования влияния возмущения начального условия на прибли-
женное решение 

 0
0

( ) ( )N

N
n

n
n

y x C x x


  ,  (12) 

где nC  — возмущенные значения коэффициентов. 
Рассмотрим задачу Коши с возмущенным начальным условием 

 ( ) ( ) ( ),ky x y x r x    3k  ;  (13) 

 0 0( ) y x y .  (14) 

Теорема 3.  Пусть выполняются условия 1 и 2 теоремы 1 и известна 
абсолютная величина возмущения начального условия 0 0 0| | .y y y     
Тогда для аналитического приближенного решения (12) задачи Коши 
(13), (14) справедлива оценка погрешности 

 
 

 

1 11
3 3 0

1
3 0

1
( )

1 1 1

N NkN

N k

M M x xk
y x

N k M x x

 



 
  

   
   

 
  
  

1
3 0

1
3 0

1
1

1 1

k

k

k M M x x
M

k M M x x





    
        
 

 

в области 0 5,x x    где 

0M y   ,  
 ( )

0
3 0max , sup

!

n

n

r x
M y

n

    
  
 , 0,1, 2, ,n    

  5 3 4min , ,      (15) 

  3 1 1
3

1
min , ;

1kk M 

       
   

  4 1
3

1

1
k

k M M


 
  

. 

◄ Используя классический подход к оценке погрешности, запи-
шем 
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 ( ) ( ) ( )N Ny x y x y x     ( ) ( ) ( ) ( )Ny x y x y x y x       

        0 0 0 0
0 0 0 0

N
n n n n

n n n n
n n n n

C x x C x x C x x C x x
  

   

               

      0 0
1 0

n n
n n n

n N n

C x x C С x x
 

  

         

 (1) (2)
0 0

1 0

n n
n n

n N n

C x x C x x
 

  

           , 

где . 
n n nC С С    

Для выражения (1)  с учетом (10) по теореме 2 имеем  

 
 

 

1 11
3 3 0(1)

1
3 0

1

1 1 1

N NkN

k

M M x xk

N k M x x

 



 
 

   
. 

Предполагая следующую оценку   1
3 1 ,

nkn
nС k M M M

        

1, 2, 3, ,n    где 0,M y    доказываем ее справедливость методом 

математической индукции. Таким образом, для выражения (2)  полу-
чаем оценку 

 (2)
0

0

 n
n

n

C x x




    0 0
1

  n
n

n

C C x x




       

   1
3 0

1

1
nkn n

n

M k M M M x x






           

 
  
  

1
3 0

1
3 0

1
1

1 1

k

k

k M M x x
M

k M M x x





    
         
 

, 

справедливую в области  

 
  0 4 1

3

1

1
k

x x
k M M


   

  
. 

С учетом области действия оценки для погрешности (1)  оконча-
тельно для выражения ( )Ny x  получаем область 0 5x x   , где 5   

 3 4min , ;      3 1 1
3

1
min , ;

1kk M 

       
 

  4 1
3

1
.

1
k

k M M


 
  

 

Следовательно, теорема доказана. ► 
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Пример 2. Построим первое аналитическое продолжение для при-
ближенного решения задачи Коши, рассмотренной в примере 1. 
Начальное условие задачи Коши (13), (14): 0 (0,09) 0,502852718.y   

Значение возмущения M  не превышает абсолютной погрешности 
81,2 10 .    Вычислим 5 0,18798077.   

Выберем значение 2 0,18,x   принадлежащее области аналитично-

сти 0 5.x x   Расчеты, связанные с оценкой приближенного реше-

ния уравнения в случае возмущенного значения начального условия, 
приведены ниже: 

2x  2( )y x  3 2( )y x    1  2  

0,18 0,505788745 0,505788719 2,7·10–8 0,002534567 10–7 

Здесь введены следующие обозначения: 2( )y x  — значение точного реше-

ния; 3 2( )y x  — значение приближенного решения;   — абсолютная по-

грешность; 1  — априорная погрешность, найденная по теореме 3;  

2  — апостериорная погрешность. 
Получаем решение обратной задачи теории погрешности (см. реше-

ние, приведенное в примере 1), и апостериорную погрешность. Опреде-
ляем значение N  по заданной точности 2  приближенного решения 

(12). При 7
2 10   15.N   Фактически, для 4, 5, 6, , 15N   получаем 

уточнения аналитического приближенного решения, которые в общей 
сумме не превышают требуемой точности 2.  Следовательно, в струк-
туре аналитического приближенного решения можно ограничиться зна-
чением 3.N   При этом находим апостериорную погрешность 2  для 

приближенного решения 3 2( ),y x  равную значению 7
2 10 .   

Обсуждение полученных результатов и их сопоставление с ра-
нее найденными результатами. Результаты позволяют построить 
приближенное решение задачи Коши для уравнения (2) в области ана-
литичности с любой заданной точностью. Для оптимизации структуры 
приближенного аналитического решения используется апостериорная 
погрешность. 

Следует отметить, что ранее в работах [6, 7] были получены и изу-
чены приближенные решения для уравнений 3( ) ( ) ( )y x y x r x    и 

4( ) ( ) ( )y x y x r x    в области аналитичности, представляющих собой 
частные случаи уравнения (2). Анализ результатов, приведенных в 
этих работах, и результатов, полученных в настоящей работе, позволя-
ет сделать следующие выводы. Оценки коэффициентов nС , найденные 
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по формуле (10) для случаев 3k   и 4k  , являются улучшенными по 
сравнению с оценками этих коэффициентов, полученными в указанных 
выше работах. Что касается областей сходимости соответствующих 
регулярных рядов, то они существенно увеличены по сравнению с ре-
зультатами, изложенными в работах [6, 7]. Проиллюстрируем это на 
следующем примере. 

Пример 3. Рассмотрим задачу Коши из работы [7]: 4( ) ( ),y x y x 

3(0,1) 1 3,7 .y   Эта задача имеет точное решение 
3

1
( ) .

3 4
y x

x
 


 

Вычислим 2 0,1968085106  . 

Выберем значение 1 0,12,x   принадлежащее области 0 2x x  . 

Имеем (0,12) 0,6500791026y   и 3(0,12) 0,6500790961y  ,     
96,5 10   — абсолютная погрешность приближенного решения. Обо-

значим значения, взятые из работы [7], индексом «*». Результаты рас-
четов приведены ниже ( 1  — априорная погрешность, найденная по 
теореме 2): 

2  *
2  1  *

1  

0,1968085106 0,0560039177 0,0000047969 0,0109049371 

Построим аналитическое продолжение для приближенного решения 
рассматриваемой задачи Коши. Начальные данные: 0 0,12,x   

0 0,650079096.y   По формуле (15) 5 0,1961206909.   Выберем значе-

ние 2 0,143x  , принадлежащее области 0 5.x x   Имеем (0,143)y    

0,6542394327,  3(0,143) 0,6542394137,y   81,9 10    — абсолютная 
погрешность соответствующего приближенного решения. Результаты 
расчетов представлены ниже ( 2  — априорная погрешность, найденная 
по теореме 3): 

5  *
5  2  *

2  

0,1961206909 0,0556449448 0,0000087138 0,02115635599 

В результате проведенных расчетов имеем значение априорной по-
грешности, значительно меньшее значения, указанного в работе [7]. 

Заключение. Доказана теорема существования и единственности 
решения рассматриваемого нелинейного дифференциального уравне-
ния в области аналитичности, для которого построено аналитическое 
приближенное решение и исследовано влияние возмущения начально-
го условия на приближенное решение. Получены оценки приближен-
ных решений. Теоретические результаты подтверждены расчетами. 
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