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Аннотация  Ключевые слова 
Предложен новый метод нахождения эффективного 
коэффициента теплопроводности композита с шаровыми 
включениями, имеющими теплопроводность, отличную 
от теплопроводности матрицы; предполагается идеаль-
ный тепловой контакт матрицы и включений. Процесс 
теплопроводности описан с помощью случайных блуж-
даний виртуальных частиц теплоты. Для однородного 
материала выведена формула нахождения коэффициента 
температуропроводности через момент внутренней энер-
гии. В математическом эксперименте смоделирован про-
цесс теплопроводности в слое композита в условиях 
одностороннего нагрева. Статистически получено значе-
ние момента внутренней энергии через заданное время, 
доверительный интервал для эффективных коэффициен-
тов температуропроводности и теплопроводности ком-
позита. Результаты согласуются с аналитическими оцен-
ками. Разработанный метод может быть применен для 
композитов с включениями произвольной формы и 
состоящих из нескольких материалов 
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Введение. Большинство применяемых в технике материалов, являющихся гете-
рогенными твердыми телами, относится к композитам. Исследованию тепло-
проводности композитов посвящены многие работы 1960-80-х годов [1–5]. Рас-
четные формулы в указанных работах получены, как правило, либо обработкой 
экспериментальных данных применительно к конкретным материалам, либо 
априорным заданием распределения температуры и теплового потока в моделях 
структуры гетерогенных тел. 

Для композита с шаровыми включениями удается построить адекватные ма-
тематические модели, достаточно достоверно прогнозирующие зависимость его 
эффективного коэффициента теплопроводности от теплопроводности матрицы и 
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включений и от объемной концентрации включений. Новые подходы к задаче 
оценки эффективного коэффициента теплопроводности материала с включения-
ми простой формы были применены в работах [6–8]. Использованы методы вари-
ационного исчисления, при этом рассмотрена упрощенная модель окрестности 
включения. Из современных работ по этой теме также отметим работы [9–13]. 

Мощность современных компьютеров позволяет применить принципиаль-
но другой подход к решению задачи об эффективной теплопроводности. Про-
цесс теплопроводности можно моделировать с помощью диффузионных про-
цессов, т. е. случайных блужданий виртуальных частиц теплоты. Эти частицы 
представляют собой выборку из распределения, плотность которого в каждый 
момент времени пропорциональна плотности внутренней энергии, т. е. темпе-
ратуре, отсчитываемой от некоторого выбранного нуля (не обязательно абсо-
лютного), умноженной на объемную теплоемкость. Идея состоит в том, чтобы 
сформулировать удобно вычисляемую оценку температуропроводности, кото-
рая аналитически рассчитана для однородного материала, и статистически оце-
нивать ее для композитного материала. 

Композит с шаровыми включениями нулевой и ненулевой теплопроводно-
сти рассмотрен в работах [14, 15], в которых проведен вычислительный экспе-
римент, моделирующий теплопроводность сквозь слой композита, если на од-
ной стороне слоя имеется источник теплоты, а на другой — задано граничное 
условие первого рода. В качестве критерия теплопроводности рассмотрена ве-
роятность того, что виртуальная частица теплоты успеет пересечь слой компо-
зита за заданное время. Результаты сравнивались с результатами, полученными 
аналитическими методами [6]. 

В настоящей статье использован другой критерий теплопроводности: 
насколько за заданное время сместится так называемый центр внутренней энер-
гии, определяемый так же, как и центр масс или заряда. Рассчитанные оценки 
эффективного коэффициента теплопроводности оказались более точными, чем 
оценки, приведенные в работах [14, 15], при таком же объеме вычислений. 

Моделирование теплопроводности винеровскими процессами. Пусть 
пространство заполнено изотропным материалом с объемной теплоемкостью C  
и коэффициентом теплопроводности ,  тогда уравнение теплопроводности 
имеет вид 2= ,u a u где = ( , , , )u u t x y z  — температура, = /a C  — коэффициент 
температуропроводности. 

Если известно начальное распределение температуры 0( , , ),u x y z  то можно 
получить распределение температуры через время t  с помощью свертки [16]:  
 0( , , , ) = ( , , ),tu t x y z u p x y z  (1) 
где  

 
2 2 2

3

1( , , ) = exp
4( 4 )

t x y zp x y z
atat

     
 (2) 

—  плотность нормального распределения с нулевым средним, дисперсиями 
Dx  = = = 2Dy Dz at  и нулевыми корреляциями. 
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Одномерный случайный процесс 0{ }w   называется стандартным вине-
ровским, если (0, )w   и его приращения 2 1 1, , ,k kw w w w       

1 20 < < < k    независимы. Параметр   имеет размерность квадрата рассто-
яния. Если компоненты ,t  ,t  t  трехмерного случайного процесса — незави-
симые винеровские процессы с распределением (0, 2 )at , то плотность рас-
пределения случайной величины ( , , )t t t    при заданном значении > 0t  вы-
ражается формулой (2). Следовательно, решение уравнения теплопроводности 
по формуле (1) может быть получено с использованием винеровского процесса: 
пусть трехмерная случайная величина 0 0 0( , , )X Y Z  имеет плотность распределе-
ния 0( , , )u x y z , тогда трехмерная случайная величина c координатами 

0 0 0= , = , =t t t t t tX X Y Y Z Z    будет иметь плотность распределения 
( , , , )u t x y z . В рассматриваемой математической модели процесс теплопровод-

ности представлен как случайное блуждание виртуальных частиц теплоты, ко-
торые являются выборкой из распределения с плотностью, в каждый момент 
времени пропорциональной плотности внутренней энергии. 

Решение уравнения теплопроводности с помощью случайных процессов 
можно модифицировать для ограниченного тела ,U  на поверхности которого 
отсутствует теплообмен с окружающей средой путем теплопроводности или из-
лучения: траектории виртуальных частиц должны отражаться от теплоизолиро-
ванной поверхности. 

Смещение центра внутренней энергии. Пусть U — тело в пространстве. 
Обозначим через   плотность внутренней энергии:  Cu   (температура, от-
считываемая от выбранного нуля, умноженная на объемную теплоемкость). То-
гда полная внутренняя энергия тела равна  
 = ( , , ) .

U
E x y z dxdydz  

 Статическими моментами внутренней энергии назовем величины 
= , = , = .x y z

U U U
M x dxdydz M y dxdydz M z dxdydz      Центр внутренней энер-

гии — точка с координатами 

 = ,   = ,   = .yx zMM Mx y z
E E E

 

Идея метода, применяемого в настоящей работе, заключается в том, чтобы 
оценить теплопроводность по скорости смещения центра внутренней энергии, 
который находим как центр локализации виртуальных частиц. Рассмотрим слой 
{0 }x b   с коэффициентом температуропроводности a , имеющий тепло-
изолированные поверхности. Пусть в начальный момент времени ( = 0)t  
внутренняя энергия распределена с единичной поверхностной плотностью в 
бесконечно тонком слое у поверхности { = 0}x , т. е. ( , , ) = ( ),x y z x   где   — 
дельта-функция Дирака. Температура u  не зависит от параметров ,y  z  и далее 
зависеть не будет( = ( , )).u u x t  
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Применим метод Фурье. Для теплоизолированных поверхностей граничные 
условия (0, ) = ( , ) = 0,x xu t u b t  следовательно, в гильбертовом пространстве 

2[0, ]L b  необходимо взять следующий ортонормированный базис: 

 0
1 2( ) = ,   ( ) = cos ,  =1, 2,3,n

nxf x f x n
bb b
   (3) 

Разложим дельта-функцию ( )x  по базису (3): 0, =1 ,  < , >= 2 ,nf b f b    
следовательно,  

 
=0 =1

1( ) < , > ( ) = 1 2 cos .n n
n n

nxx f f x
b b

      
 

   

При > 0t из уравнения теплопроводности 2= = xxu a u au  получаем  

 
2 2

2
=1

1( , ) = 1 2 cos exp .
n

nx n atu x t
b b b

       
  

  

Распределение внутренней энергии при различных значениях времени t 
приведено на рис. 1. 

 
 
 

Рис. 1. Распределение внутренней энергии 
при значениях времени 20,04 /t b a  (1), 

20,25 /t b a  (2) и 20,1 /t b a  (3) 
 

 

Найдем статический момент внутренней энергии. Для этого вычислим 
вклад каждого слагаемого ряда Фурье:  

 
0 0 0

2
2

2 2
0 2 2

cos = sin = 0 sin =

0,   четно;
= cos = 2 ,   нечетно.

b b b

b

nx b nx b nxx dx xd dx
b n b n b

n
b nx

bn b n
n

  


 


 
  

  

 

Учитывая =1E , получаем  

 
2 2 2 2

2 2 2
=0

1 2 (2 1)( ) = ( ) = 2 exp =
2 (2 1)x

k

b b k atx t M t
b k b

           
  

 
2 2

2 2 2
=0

8 1 (2 1)= 1 exp = ( ),
2 (2 1)k

b k at bX
k b

            
  (4) 
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где   — безразмерная переменная, 2= /at b ; ( )X   — безразмерная функция, 

2 2
2 2

=0

1 8 1( ) = 1 exp( (2 1) )
2 (2 1)k

X k
k

        
  (рис. 2, а). 

 

Рис. 2. Графики функций ( )X   (а), ( )D   (б) и 
1,96 ( )1

( )
D

Xn


 
 (в)  

Формула (4), как и следовало ожидать, при = 0t  дает = 0,x  так как  

 
2 2 2

2 2 2
=0 =1 =1

1 1 1= = = .
(2 1) (2 ) 6 24 8k m mk m m

     
 


    

При t   значение ( )x t  стремится к / 2,b  поскольку распределение внут-
ренней энергии сходится к равномерному. 

Статистическая оценка центра внутренней энергии. Пусть имеется слой 
{0 }x b   с теплоизолированными поверхностями, изготовленный из компози-
та с размерами неоднородностей, намного меньшими ,b  эффективный коэффи-
циент температуропроводности a которого требуется найти. Проведем следую-
щий вычислительный эксперимент. Пусть n  частиц стартуют с поверхности 
{ = 0}x  и совершают броуновское движение, описанное в работах [14, 15], отра-
жаясь от теплоизолированных поверхностей { = 0}x  и { = }.x b  В некоторый мо-
мент времени t вычислим среднее значение ˆ( )x t  координаты x  этих частиц. Его 
математическое ожидание равно ( ).x t  Определим дисперсию. Второй момент 
внутренней энергии составляет  
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2 2
2 2 2

2
=10 0

2 2
2

2 2 2
=1

1( , ) = 2 cos exp =

1 ( 1)= 4 exp ,
3

b b

n
n

n

nx n atx u x t dx x x dx
b b b

n atb
n b





      
  

         

 


 

поскольку  

 
2 3

2
2 2 2 2

00

2 2cos = cos = ( 1) .
bb

nnx b nx bx dx x
b n b n
 


   

Отсюда получаем дисперсию координаты x  одной частицы  

 2 2 2 2

0 0
( ) = ( ( )) ( , ) = ( , ) ( ) = ( ),

b b
Dx t x x t u x t dx x u x t dx x t b D     

где ( )D   — безразмерная функция, 2 2 2
2 2

=1

1 ( 1)( ) = 4 exp( ) ( )
3

n

n
D n X

n

 
     


   

(рис. 2, б). При    функция ( )D   стремится к 1/12  — дисперсии равно-
мерного распределения. При всех   справедлива оценка ( ) / 2,D     причем 
это неравенство очень близко к равенству при 0 < 0,07,   что соответствует 
0< ( ) 0,3.X    

Для n  частиц имеем 2ˆ( )= ( )/ = ( )/ .Dx t Dx t n b D t n  Если в вычислительном 
эксперименте получено значение ˆ,x  то точечную оценку эффективного 
коэффициента температуропроводности a  находим из уравнения  

 
2

1 1ˆ ˆ ˆ( ) =     = ( / )    = ( / ).bbX x X x b a X x b
t

      (5) 

Согласно центральной предельной теореме, -доверительный интервал для x̂  
имеет вид  

 ( ) ( )ˆ ˆ< < ,q D q Dx b x x b
n n
 

   

где q  — квантиль уровня (1 ) / 2   стандартного нормального распределения 
(например, для = 0,95  = 1,96);q    — значение, полученное из (5). Необхо-
димо так подобрать значение времени ,t  чтобы минимизировать довери-
тельный интервал для коэффициента температуропроводности ,a  который в 
линейном приближении равен  

 
2 2

1( ) ( ) ( ) ( )ˆ= ( ) ( / ) = = .
ˆ ( ) ( )

q D a q D b qb D qa Db b X x b
x tb t X Xn n n n

    
    

 

Таким образом, относительная погрешность определения коэффициента a  при 

доверительной вероятности 95 % приблизительно составляет 
1,96 ( )1

( )
D

Xn


 
. 

Второй сомножитель в этом выражении зависит от величины   (рис. 2, в). 
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Точность при значениях > 0,2  быстро снижается, а при небольших значени-
ях ,  например при < 0,1  (соответствует 2< 0,1 / )t b a  относительная погрешность 

примерно равна 1,3 / .n  Если взять 4 300 частиц (см. работы [14, 15]), то получаем 

значение погрешности 1,3/ 0,02.n   Это значение в 1,5 раза меньше значения 
погрешности, полученного рассмотренным в указанных работах методом. Время 
блуждания каждой частицы будет существенно меньше: 20,1 /b a  вместо 2 / .b a  
Однако последнее обстоятельство не позволит сэкономить время вычислений: 
траектории частиц должны быть существенно длиннее, чем размеры включений, 
поэтому необходимо увеличить толщину слоя в 2–3 раза. 

Эффективную теплопроводность находим, умножив эффективную темпера-
туропроводность на среднюю объемную теплоемкость:  ˆ =  1 2( (1 ) ),a C C  
где   — доля объема композита, занимаемая включениями. В случае нетепло-
проводных включений следует принять 2 = 0.C  

Результаты вычислительных экспериментов. Рассмотрим композит, со-
стоящий из матрицы (материал с объемной теплоемкостью C  и коэффициен-
том теплопроводности 1)  и шарообразных включений (материал с такой же 
объемной теплоемкостью и коэффициентом теплопроводности 2 ). Требуется 
получить отношение эффективной теплопроводности ̂  композита к тепло-
проводности 1  материала матрицы. Поскольку это отношение зависит от от-
ношения 2 1/ ,   но не зависит от конкретных значений C  и 1,  можно при-
нять =1C  Дж/(м3 · K), 1 =1  Вт/(м · K). 

Рассмотрим шаровые включения одинаковым радиусом ,R  расположенные 
в узлах кубической решетки с шагом > 2 ,D R  и оценим эффективную теплопро-
водность вдоль одной из осей решетки, которую примем за ось Ox . Искомый 
безразмерный результат будет зависеть от двух параметров — отношений /R D  
и 2 1/ .   Результат от значения D  зависеть не будет, поэтому в вычислениях 
можем принять =1D  мкм. 

Смоделируем диффузионный процесс ( , , ),t t tX Y Z  описанный выше. При-
мем толщину слоя =10b мкм. 

В ходе одного эксперимента рассмотрим такие значения T, что для одно-
родного материала матрицы ( = 0)R  соответствующие значения безразмерного 
времени   были равны 0,03; 0,04; 0,05; 0,06; 0,07; 0,08; 0,09. Согласно сотноше-
нию 2= / ,at b  перечисленным значениям соответствуют значения T  = 3, 4, 5, 6, 
7, 8, 9 мc. 

Для повышения точности результатов усредним значения ˆ,a  полученные 
для семи различных значений .T  Если эти величины независимы, то точность 
возрастет в 7  раз, а относительная погрешность при доверительной вероят-
ности 95 % составит 0,75 %. Однако такая априорная оценка точности сомни-
тельна, поскольку измерения значений x  проведены хотя и в разные моменты 
времени, но для одних и тех же частиц. Поэтому точность усредненных оценок 
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ˆ /a a  была апостериорно оценена по критерию Стьюдента. Разбив 4 300 частиц 
на 10 серий по 430 частицы, вычислим оценки ˆ /a a  для каждой серии, обозна-
чив полученные значения через 1, ,A  10.A  Тогда 95%-ный доверительный ин-
тервал для оценок ˆ /a a  имеет вид  

 
ˆ

2,26 < < 2,26 ,
10 10
S a SA A

a
 

   

где 
2 2

1 10 1 10( ) ( )= ; = ;
10 9

A A A A A AA S        число 2,26 — квантиль уров-

ня 0,975 распределения Стьюдента с девятью степенями свободы. К сожалению, 
доверительные интервалы, вычисленные таким способом, не оказались более 
узкими. Поэтому в дальнейших экспериментах было выбрано только значение 
T  = 5 с. 

Результаты, полученные для серий экспериментов, состоящих из = 4300n  
блуждающих частиц, с шагом времени 4= 5 10 c,t    при отношениях / = 0,4R D  
и 2 1/   = 0, 1/3, 1, 3 приведены в таблице. Полученные значения отношения 
ˆ /a a  с вероятностью 95 % имеют относительную погрешность менее 2 %. Слу-

чай 2 1/ =1   (однородный материал), для которого известен точный ответ 
ˆ / = 1,a a  рассмотрен как тестовый. 

Результаты, полученные для серий экспериментов с упорядоченными  
и хаотическими шаровыми включениями, / = 0,4R D  

2 1/   
X  ˆ /a a  ˆ /   X  ˆ /a a  ˆ /   

Упорядоченные шаровые включения Хаотичные шаровые включения 
0 0,2365 0,8794 0,6437 0,2394 0,9013 0,6597 

1/3 0,2246 0,7928 0,7928 0,2269 0,8096 0,8096 
1 0,2533 1,0101 1,0101 – – – 
3 0,2928 1,3606 1,3606 0,2937 1,3694 1,3694 
  
Пусть включения радиусом < 0,5R D   расположены хаотически с плотно-

стью 31/ .D  Для каждой частицы задают в достаточно широком фрагменте слоя 
случайное расположение включений, при этом не допускается их наложение 
друг на друга и на начало координат, из которого частица начинает движение. 
Результаты вычислительных экспериментов также представлены в таблице. 

Сравним полученные результаты с результатами, полученными в работе [6], 
в которой была выведена формула  

 1
1 2ˆ / = ,
1

b
b

 
 

 
 (6) 

2 1

2 1

1 /= ;
2 /

b  
 

  —  объемная концентрация включений. В рассматриваемом 

случае 3= 4 ( / ) / 3 0,268.R D    
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Значения 1
ˆ / ,   взятые из таблицы для упорядоченных (числитель) и хао-

тичных (знаменатель) шаровых включений и вычисленные по формуле (6), 
приведены ниже: 

2 1/   ............................................................  0    1/3             3 
Значения 1

ˆ / :   
взятые из таблицы  ....................................  0,6437/0,6597 0,7928/0,8096   1,3606/1,3694 
вычисленные по формуле (6)  ................  0,6454   0,7866    1,3603 

Заключение. Разработанная новая модификация метода моментов позво-
ляет находить эффективные коэффициенты теплопроводности для композитов 
с включениями произвольной формы, при этом объем вычислений, требую-
щихся для заданной точности результата, примерно в 2 раза меньше объема вы-
числений, проведенных авторами в предыдущих работах. Это объясняется тем, 
что каждая частица дает больше информации. В случае шаровых включений 
результаты согласуются с результатами, полученными другими методами.  
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Abstract Keywords 
The purpose of the research was to elaborate a new method of find-
ing the effective heat conductivity coefficient of a composite materi-
al. As an example, we consider a matrix with ball inclusions of a 
material having another heat conductivity, the heat contact being 
ideal. The process of heat conduction is modeled via random mo-
tion of virtual heat particles. The speed of diffusion in each material 
is proportional to its temperature conductivity coefficient. When a 
particle is passing from one material to another, one having smaller 
heat conductivity, it is reflected from the frontier with a certain 
probability. We formaulate an estimate of heat conductivity via 
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coefficient, composite mate-
rial, computer simulation, 
momentum of heat energy, 
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momenta of heat energy, this value is exactly known for a homoge-
neous material, and this estimate is statistically evaluated for compo-
site materials. A computing experiment models the process of heat 
conduction through a layer of a composite material, having heated 
one side of the layer at the start. For a layer of a composite, we per-
form a multiple computational experiment modeling heat conduc-
tion, and, having processed the experiment results statistically,  
we obtain confidence intervals for the effective temperature conduc-
tivity and heat conductivity coefficients. We have considered inclu-
sions of materials with heat conductivity coefficients differing from 
those of the matrix in 3 times up or down, and with zero heat con-
ductivity. Ball inclusions of equal size were situated in a cubic order 
or chaotically. In series of 4300 randomly moving particles, in all 
cases considered, the difference between the effective heat conduc-
tivity coefficients and those calculated by other methods does not 
exceed a statistical error. The method elaborated makes it possible to 
obtain effective heat conductivity coefficients for composites with 
inclusions of any size and shape; it can be applied also in a case of 
inclusions of several materials. The results obtained are reliable, 
their exactness is limited only by the power of computers 
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