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Аннотация Ключевые слова 
Методом преобразования Фурье и методом подобия 
решена краевая задача Дирихле для многомерного 
обобщения уравнений Трикоми, Геллерстедта и Келды-
ша в полупространстве, в котором это уравнение эллип-
тично с краевым условием на граничной гиперплоско-
сти, где уравнение вырождается. Решение представлено 
в виде интеграла с простым ядром, являющимся ап-
проксимативной единицей и автомодельным решением 
уравнения типа Трикоми — Келдыша. В частности, эта 
формула включает в себя и формулу Пуассона, дающую 
решение задачи Дирихле для уравнения Лапласа в полу-
пространстве. Если заданное граничное значение явля-
ется обобщенной функцией медленного роста, то реше-
ние задачи Дирихле можно записать в виде свертки этой 
функции с ядром (если свертка существует) 
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Введение. Рассмотрим многомерное эллиптическое уравнение в полупростран-
стве 

       Δ 0 ,  2 ,  0, m
x yyy u u m y  (1) 

где        1, , ,  0;  ,n
nx x x y u u x y  — функция переменных    1, ;nx y  

 
 
 

2 2

2 2
1

Δx
nx x
 — оператор Лапласа по переменным x. 

При  1, 1n m  получаем уравнение Трикоми   0,xx yyyu u  при 
 1,  0n m  — уравнение Геллерстедта   0 ,  0.m

xx yyy u u m   При  1,  0 n m
уравнение (1) можно записать в виде 

     0 ,  0 2,m
xx yyu y u m  

что представляет собой частный случай уравнения Келдыша [1]. Эти уравнения 
применяют в трансзвуковой газовой динамике и в математических моделях хо-
лодной плазмы [2, 3]. При  0m  получаем уравнение Лапласа   Δ , 0. u x y  
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Ограниченное (при )y  решение задачи Дирихле для уравнения Лапласа в 
полупространстве  

     Δ , 0,  ,  0,nu x y x y  

      , 0 ,   ,nu x x x  

представим интегралом Пуассона [4, 5]  

    
 

 

   

 


  



1 /2 1 /22 2

Г 1 / 2
, .

n
n n

n y tu x y dt
x t y

 

Аналогичную формулу можно вывести при решении задачи Дирихле для 
уравнения типа Трикоми — Келдыша (1) с помощью преобразования Фурье по 
переменным в граничной гиперплоскости  0y  в случае 1m  и методом подо-
бия при  2.m  В такой формуле в частности содержится интегральная формула 
Пуассона   0 ,m  которую также можно получить с помощью преобразования 
Фурье. Для   2 0m  ранее эта формула была получена методом преобразования 
Фурье в работе [6] Л.С. Парасюком. В случае  0m  при вычислении многомер-
ных преобразований Фурье возникают большие трудности (кроме случая 1, m
рассмотренного далее). В связи с этим применим метод подобия. С его помощью 
найдем автомодельное решение уравнения (1) для любого  2,m которое явля-
ется аппроксимативной единицей в пространстве интегрируемых функций. Ре-
шение задачи Дирихле представим в виде свертки этого автомодельного решения 
уравнения (1) с граничной функцией (если свертка существует). Из общих 
свойств аппроксимативной единицы следует, что в случае ограниченной кусочно-
непрерывной граничной функции эта свертка записывается в виде интеграла и 
дает классическое решение задачи Дирихле. В случае, например, граничной функ-
ции, являющейся обобщенной функцией медленного роста, свертка позволяет 
найти обобщенное решение задачи Дирихле. В частности, ядро представляет  
собой решение задачи Дирихле, где граничной функцией является дельта-
функция Дирака. 

Отметим, что методом подобия получены фундаментальные решения для 
оператора Трикоми   1, 1m n  в работах Х. Баррос-Нето и И.М. Гельфанда 

[7–9] и методом преобразования Фурье   1, 1m n  в работе Х. Баррос-Нето и 
Ф. Кардозо [10]. Методом преобразования Фурье в работах [11, 12] были реше-
ны задачи Дирихле и Дирихле — Неймана для уравнения Лапласа и Пуассона в 
многомерном бесконечном слое. 

Постановка задачи. Обозначения. Введем следующие обозначения: 

               1
1 1,  , ,   , ,  , , ,  ;n n

n nx x x x y x x y y  

      2 2
1 1 11  ,  ,  ; n n n nx x x xt x t x t dx dx dx  
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         


   .
n

ixtF t f t f x e dx  

Здесь  F t  — преобразование Фурье суммируемой функции   .f x  Если сум-
мируемая по x  функция  ,f x y  зависит от переменных x и y, то ее преобразо-
вание Фурье по x  обозначим как 

      


 , , . 
n

ixt
x f t y f x y e dx  

Аналогично определяем обратное преобразование Фурье суммируемой функ-
ции  F t  

     
 

    


 1 1 
2π n

ixt
nf x F x F t e dt  

и суммируемой по t  функции  ,F t y  

   
 

   


 1 1,   , .
2π n

ixt
t nF x y F t y e dt  

Определение преобразования Фурье обобщенных функций медленного роста 
приведено в работе [13]. 

Рассмотрим задачу Дирихле для уравнения типа Трикоми — Келдыша 

      Δ 0 ,  2,   ,  0; m n
x yyy u u m x y   (2) 

        , 0 ,  ;  nu x x x   (3) 

     ,  ограничена  при  . u x y y  (4) 

Решение задачи Дирихле для уравнения типа Трикоми при m = 1 мето-
дом преобразования Фурье. Имеем 

       Δ 0 ,  ,  0; n
x yyy u u x y  (5) 

        , 0 ,  ;nu x x x   (6) 

    ,  ограничена при  . u x y y  (7) 

Применим преобразование Фурье по x  к уравнению (5), обозначив 
            , , ,  Ψ .xU t y u t y t t  Получим краевую задачу для обыкно-

венного дифференциального уравнения с параметром  :nt  

      2 , , 0;yyy t U t y U t y  

       , 0 Ψ ;  ,   ограничена  при  .U t t U t y y  
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Это уравнение Эйри, общее решение которого запишем через функции  
Эйри: 

           2/3 2/3
1 2,  Ai  Bi .U t y c t t y c t t y  

Поскольку  

    
 

  2/3
2/3

1lim  Bi  и Ai 0 , 
3 Г 2 / 3y

t y   

с учетом граничных условий получим решение краевой задачи 

         2/32/3, 3 Г 2 /3  Ψ  Ai . U t y t t y  

Применив обратное преобразование Фурье, найдем решение исходной за-
дачи Дирихле для уравнения типа Трикоми (5)–(7) в виде свертки (если свертка 
существует) 

          , , , nu x y x k x y  (8) 

где            
2/32/3 1

1 , 3 Г 2 /3   Ai ,n tk x y t y x y  — ядро. 

Обозначим    1,   , nx r t  — площадь единичной сферы в пространстве 
 .n  Для вычисления обратного преобразования Фурье перейдем к сфериче-
ским координатам и учтем, что для положительных значений аргумента функ-
ция Эйри выражается через функцию Макдональда 

        


2/3  1/3  3/2
1/3

1Ai   2 / 3  ,   0.
3

y y K y y  

Имеем 

    
 

   


2/3
2/3

1
3 Г 2 /3

, Ai
2π n

ixt
n nk x y t y e dt  

  
 

 
 

    
      


 12/3 2/3 /2 cos 2

0 0
3 Г 2 / 3 Ai sin

2
n n ir n

n y d e d  

  
 

   



     




2/3
2/3 /2 

/2  1/2 /2 1
0

3 Г 2 / 3
Ai

2
n

nn n
y J r d

r
 

  
 

   






    

 


2/3
3/2 1/3  /2 

1/3 /2  1/2  /2  1 0

3 Г 2 / 3
2 / 3  ,

2 3
n

nn n

y
K y J r d

r
 

где   /2  1nJ r  — функция Бесселя первого рода порядка  ν / 2  1.n  Приведен-
ная формула справедлива и при 1,n  что легко проверить. Последний интеграл 
выражается через гипергеометрическую функцию F  [14]: 
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    



     3/2 1/3  /2 

1/3 /2  1
0

2 / 3  n
nK y J r d  

  

 

      
 

1/3 2

/2 1 3 /2 1/2 3
3 Г / 2 1/ 3 1 9  , ; ;

2 2 3 2 2 4

n

n n
n n n n rF
y y

 

    

 

    
 

/2 1/31/3 2

/2 1 3 /2 1/2 3
3 Г / 2 1/ 3 9  1 .

2 4

nn

n n
n r
y y

 

Окончательно получаем выражение для ядра  

  
    


*

1 1 /2 1/323
,  ,  , 0,

4 9
n

n n n
yk x y C x y

y x
 

    








1/2
*
1 1/3 /2 1

3 Г 2 / 3 Г / 2 1/ 3
.

2

n

n n
n

C  

Ядро имеет следующие свойства при  0 :y  
1)   1  , 0;nk x y  
2)   


1 ,   1; 

n
nk x y dx  

3)  для  
 

  1
0 δ

δ 0,   lim sup , 0.n
y x

k x y  

Свойство 1 очевидно. Свойство 2 следует из того, что преобразование 

Фурье от  ,nk x y  есть    2/32/33 Г 2 /3 Ai t y , 

      


2/32/3
1 , 3 Г 2 / 3 Ai .

n

ixt
nk x y e dx t y  

Полагая  0,t  получаем 

       


2/3
1 ,   3 Г 2 /3 Ai 0 1.

n
nk x y dx  

Свойство 3 вытекает из того, что  1 ,nk x y  монотонно убывающая функция .x  
 Перечисленные свойства означают, что  1 ,nk x y  — аппроксимативная 

единица, или δ-образная система функций   x (с параметром y), при 
  10,   ,ny k x y  слабо сходящаяся к δ-функции  δ .x  

 Если   x  является ограниченной кусочно-непрерывной функцией, то 
свертка (8) существует и записывается в виде интеграла  

    

  




 



*
1 /2 1/323

, .  
   4 9  n

n n
t yu x y C dt

y x t
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Поскольку ядро интеграла — аппроксимативная единица, запишем равен- 
ство    


 

0
  lim ,   
y

u x y x в точках непрерывности   ,x  которое означает, что 

интеграл представляет собой классическое решение задачи Дирихле.  
В случае обобщенных функций медленного роста       ,nx  для кото-

рых свертка существует, функция         1, ,nu x y x k x y является обобщен-
ным решением задачи Дирихле: 

    


  
0

lim ,   в   .
y

u x y x  

Например, если       ,x x  то решением задачи Дирихле будет ядро инте-
грала  

           1 1, , , ,n nu x y x k x y k x y  

    


  1
0

lim ,   в   .n
y

k x y x  

Если         , 1 , p nx L p  то согласно свойствам аппроксимативной еди-
ницы [5] имеем    


 

0
lim ,   

y
u x y x для почти всех ,x  если  p , то  ,u x y  

сходится к   x  по норме  p nL  при  0.y  
Для  1n  интеграл, дающий решение задачи Дирихле для уравнения типа 

Трикоми (5)–(7), имеет вид 

        

  







  


3/2

5/63/2 1/3 23

3 Г 2 / 3 Г 5 / 6  
, .

2 4 9  

y t
u x y dt

y x t
 

Ядро интегрального представления решения задачи Дирихле для много-
мерного уравнения типа Трикоми, которое является аппроксимативной еди-
ницей:  

  
  

    
 

*
1 1 /2 1/3 3/2 3/223

1,  ,
4 9

n n n n
xyk x y C

y yy x
 

где  

  
   


*
1

/2 1/32
,

4 9
n

n
Cr
r

 

т. е. ядро  1 ,nk x y  — автомодельное решение уравнения типа Трикоми, кото-
рое можно найти методом подобия [15, 16]. Решим указанным методом задачу 
Дирихле для уравнения типа Трикоми — Келдыша. 

Решение задачи Дирихле для уравнения типа Трикоми — Келдыша при 
2m    методом подобия. Найдем ядро интегрального представления решения 



О.Д. Алгазин 

10  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2016. № 5 

задачи Дирихле (2)–(4), являющееся аппроксимативной единицей, в виде авто-
модельного решения уравнения типа Трикоми — Келдыша (2) 

    
       
 

1,    ,   0,   0,ru x y
y y

 (9) 

где  ,r x  т. е. ищем сферически симметричное решение, зависящее только от 
 .x r  Уравнение типа Трикоми — Келдыша (2) для сферически симметричной 

функции принимает вид 

        
 

1  0,   0,    2.m
rr r yy

ny u u u y m
r

 (10) 

Для определения констант   и   выполним в уравнении (10) замену перемен-
ных    ,     ,   ,    0,l ku C u r C r y C y C  и потребуем, чтобы уравнение перешло 
само в себя. Получим уравнение в новых переменных 

        
 

2 21  0.m l k l
rr r yy

nC u u C u
r

 

Для того чтобы последнее уравнение совпало с уравнением (10), примем 
   2 2.m l k l  Откуда 

 


2 , 
2

mk  l  — любое.  

В новых переменных автомодельное решение должно иметь тот же вид (9) 

 
 

    
 

1    .ru
y y

 

Возвращаясь к старым переменным, получаем 

 
  

 
    
 

  .
l kc c ru

y y
 

Для совпадения этого выражения с выражением (9) примем 

 
     

2  ,  ,  
2

mk l  

т. е. любое. Возьмем 
  

2 .
2

mkn n  Из условия  0,   0  следует, что 

 2.m  
 Будем искать решение уравнения (10) в виде 

   
     

 

1 2   ,    ,   2 . 
2kn k

r mu k m
y y

 (11) 



Точное решение задачи Дирихле для вырождающегося на границе эллиптического уравнения… 

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2016. № 5 11 

Подставив функцию (11) в уравнение (10), запишем уравнение 

                      
 

 2 2 2 211 2 1 0.nk r r k nr k r kr r kn kn r
r

 

Выполнив в этом уравнении замену переменной   2 21  ,k r  для функции     
найдем гипергеометрическое уравнение 

                                     

21 11 1 1 0,
2 2 2 4 4
n n nn

k k k
 

которое запишем в виде 

                          1 1 0,c a b ab  (12) 

где  

      
1 11 ; ;   .

2 2 2 2 2
n n nc a b

k k
 

Общее решение гипергеометрического уравнения (12) имеет вид 

                  1
1 2, ; ; 1, 1; 2 ;cC F a b c C F b c a c c  

                   
   

/2 1/2
1 2

1 1 1 1, ; 1 ; 0, ; 1 ;
2 2 2 2 2 2 2 2

n kn n n nC F C F
k k k k

 

              
/2 1/ 2

1 2
1 1, ; 1 ;  .

2 2 2 2 2
n mn n nC F C

m m
 

Здесь  , ; ;F a b c  — гипергеометрическая функция. Возьмем частное решение 
(обозначим константу 2C  как )nmC  

       
 /2 1/ 2 .nm

n m
C  

Возвращаясь к старым переменным, получаем 

      
       

/2 1/ 22
2

 .
21

2

nm
n m

Cr
m r

 

Константу nmC  выберем такой, чтобы интеграл   x  по всему пространству 
 n  был равен единице. Переходя к сферическим координатам и обозначая че-
рез  1n  площадь единичной сферы в пространстве  ,n  находим 
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    

 
 

      
       

 


1
1 1

1 /2 1/ 220
2

 
2  1

2

n

n
nm nm n n m

r drC C x dx
m r

 

 
     

  
 

 

   
         
         


/2 1 1

1 1
/2 1/ 2

0

1Г Г
2 2 2         .

12 21 Г  2 2 22

n n
n n

n nn m

n
t mdt

nm mt
m

 

Здесь выполнена замена переменной        

22
2

m r t  и использована формула 

 
 

   
 

 

   



1

0

Г Г
   ,  0,  0,

Г  1

a

b c
a bt dt a b
a bt

 

где Г — гамма-функция Эйлера. Таким образом, имеем 

 
      

    
/2

12 Г
2 2  . 

12 Г
2

n

nm
n n

nm
mC

m

 (13) 

Автомодельное решение уравнения типа Трикоми — Келдыша, которое по-
лучено по формуле (11), обозначим как 

       

 
   

 2 /2 2 /2
1,  nm n m m

x
k x y

y y
 

   



  
       

/2 1/ 22
22

 ,   2, 
2

2

nm
n m

m

C y m
my x

 (14) 

где nmC  — константа, определяемая по формуле (13). 
При  0m  получаем ядро Пуассона 

  
  



0
0 1 /222

,  .n
n n

C yk x y
y x

 

Здесь 

   
 





0 1 /2

Г 1 / 2
 .n n

n
C  

При 1m  получаем ядро интегрального представления решения задачи 
Дирихле (5)–(7), найденное выше методом преобразования Фурье: 
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  
 



  
   
 

2/3
1 1

1 /2 1/3 /2 1/32323

2, ,
9 4 9
4

n
n n

n n n
C y C yk x y

y xy x
 

где 

  
 

   




 
  

 

2/3 1/2
2/3 *

1 1/2 1/3 /2 1
2 3 Г / 2 1/ 3 3 Г 2 / 3 Г / 2 1/ 3

2 .
Г 1/ 3 2

n n
n

n nn n
n n

C C  

Покажем, что функция  , ,nmk x y  определяемая по формуле (14), является 
аппроксимативной единицей в пространстве интегрируемых в  n  функций,  
т. е. обладает следующими свойствами при  0 :y  

1)   , 0;nmk x y  
2)   


,   1;

n
nmk x y dx  

3) для  
 

  
0 δ

  δ 0 ,  lim sup , 0.nm
y x

k x y  

Свойства 1 и 3 доказывают так же, как и для 1.m  Докажем свойство 2. 
Имеем 

         

 
     

 
  
  

2 /2 2 /2
1,       1.

n n n
nm n m m

x
k x y dx dx t dt

y y
 

Следовательно, решение задачи Дирихле для уравнения типа Трикоми может 
быть записано в виде свертки граничной функции   x  с ядром  ,nmk x y  (ес-
ли свертка существует) 

        , , .nmu x y x k x y  

Если   x  — ограниченная кусочно-непрерывная функция, то свертка суще-
ствует и записывается в виде интеграла 

     

      





  



/2 1/ 22 22
, .     

  2 / 2   n
nm n m

m

t yu x y C dt
y m x t

 

В точках непрерывности функции   x     


 
0

lim , ,  
y

u x y x  т. е. интеграл 

представляет собой классическое решение задачи Дирихле. 
 Для обобщенных функций медленного роста       ,nx  для которых 

свертка существует, функция  

        , ,nmu x y x k x y  

является обобщенным решением задачи Дирихле,    


  
0

lim ,   в   .
y

u x y x   

Например, если       ,x x  то решением задачи Дирихле будет ядро интег-
рала  
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           , , , ,nm nmu x y x k x y k x y  

    


 
0

lim ,   в   .nm
y

k x y x   

Если         , 1 , p nx L p  то из свойств аппроксимативной единицы [5] 
следует, что    


 

0
lim ,   

y
u x y x для почти всех ,x  если  ,p  то функция 

 ,u x y  сходится к   x  по норме  p nL   при  0.y  
Пример. В случае   1,  1n m  имеем задачу Дирихле для уравнения Кел-

дыша 

      0,   ,  0;xx yyu yu x y   

       , 0 ,   ;u x x x  

    ,  ограничена при  .u x y y  

Если   x  — ограниченная кусочно-непрерывная функция, то решение 
этой задачи представим интегралом 

    

  







 
 3/22

 
, 2  .

4

y t dtu x y
y x t

 

Возьмем 

 
 


   

,  0;
,  0,

a x
x

b x  
тогда 

  
     




  

   
 
0

3/2 3/22 20
, 2 2

4 4

dt dtu x y ay by
y x t y x t

 

  
 

 2
     . 

2 2 4  
a b b a x

y x
 (15) 

Легко проверить, что функция (15) 
1) удовлетворяет уравнению Келдыша   0,   0;xx yyu yu y  
2) ограничена     , max , ,  0;u x y a b y  
3) удовлетворяет краевому условию 

    


 
     0

,  0
lim , .

,  02 2  y

a xa b b a xu x y x
b xx
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В точке разрыва 

  





0
lim 0,  .

2y

a bu y  

Заключение. Найдено точное решение задачи Дирихле для вырождающего-
ся на границе эллиптического уравнения типа Трикоми — Келдыша в полупро-
странстве. Решение записано в виде интеграла, обобщающего известную форму-
лу Пуассона для уравнения Лапласа. 
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Abstract Keywords 
In the paper we solve the Dirichlet problem for a multidimen-
sional equation by means of Fourier transform method and 
similarity method. The problem is a generalization of the 
Tricomi, Gellerstedt and Keldysh equations in the half-space, 
the equation is of an elliptic type with the boundary condition 
on the boundary hyperplane where equation degenerates. We 
present the solution in the form of an integral with a simple 
kernel. It is an approximation to the identity and self-similar 
solution of  Tricomi type equation. In particular, this formula 
contains a Poisson's formula, which gives the solution of the 
Dirichlet problem for the Laplace equation for the half-space. 
If the given boundary value is a generalized function of slow 
growth, the solution of the Dirichlet problem can be presen-
ted as a convolution of this function with the kernel (if a 
convolution exists) 

Fourier transform, Tricomi equa-
tion, Dirichlet problem, approxi-
mation to the identity, self-similar 
solution, similarity method, gene-
ralized functions of slow growth 
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