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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрены многомерные задачи о ранце с так называе-
мыми выпуклыми матрицами ограничений — матрица-
ми, состоящими из нулей и единиц, в которых в каждой 
строке (или в каждом столбце) единицы идут подряд, без 
пропусков. Доказано, что выпуклые матрицы абсолютно 
унимодулярны. Это позволяет применить для решения 
таких задач обычный симплекс-метод. Для многомерных 
задач о ранце с выпуклыми матрицами ограничений 
общей лестничной структуры предложен декомпозици-
онный метод решения, что дает возможность значитель-
но увеличить размерность решаемых задач. Декомпози-
ции подвергаются как ограничения, так и целевая функ-
ция. В общем случае цикл итераций состоит из решения 
всевозможных задач о ранце с двумя ограничениями, 
имеющими хотя бы одну общую переменную. После 
решения задачи о ранце с двумя ограничениями ее экви-
валентно (изменением коэффициентов целевой функции 
для общих переменных) заменяют совокупностью двух 
задач о ранце с одним ограничением каждая. Метод обла-
дает дополнительным достоинством: в нем не накапли-
ваются погрешности вычислений, так как в каждом цикле 
коэффициенты целевой функции восстанавливают свое 
значение. Приведен численный пример, иллюстрирую-
щий предложенный метод 
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Введение. При решении различных оптимизационных задач возникают случаи, 
когда в пределах одного и того же ограничения ненулевые коэффициенты при 
неизвестных совпадают друг с другом. Такие матрицы можно полагать состоя-
щими из нулей и единиц. 

Определение 1. Матрицу, состоящую из нулей и единиц, назовем выпуклой по 
строкам, если в каждой ее строке сначала идут подряд нули (возможно, ни одного), 
далее — единицы (возможно, до конца строки), затем до конца строки — нули. 
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Аналогично определяют матрицы, выпуклые по столбцам. Матрицы, выпуклые по 
строкам или по столбцам, будем называть просто выпуклыми. Некоторые матрицы 
ограничений могут быть приведены к таким матрицам перестановкой строк и 
столбцов. 

Теорема 1. Выпуклые матрицы абсолютно унимодулярны. 
◀ Рассмотрим, для определенности, матрицу, выпуклую по строкам. Необ-

ходимо доказать в соответствии с определением абсолютной унимодулярности, 
что любой минор рассматриваемой матрицы равен нулю, +1 или –1. Матрица 
любого минора будет выпуклой. Вычислим этот минор. Выделим в его матрице 
строки, в которых единицы начинаются в первом столбце. Если таких строк нет, 
минор равен нулю. Из выделенных строк возьмем строку, в которой наимень-
шее число единиц. Прибавим эту строку, взятую с обратным знаком, ко всем 
выделенным строкам. Эта операция не нарушит выпуклости матрицы минора, 
сведя его определение к вычислению минора, порядок которого на единицу 
меньше порядка исходного минора. ▶ 

Следовательно, линейная целочисленная оптимизационная задача с выпук-
лой матрицей ограничений может решаться с помощь симплекс-метода [1]. Од-
нако этим не ограничивается полезность понятия выпуклой матрицы. Различ-
ные применения выпуклых матриц описаны в работах [2–17]. Для многомерной 
задачи о ранце с матрицей ограничений специального лестничного вида в рабо-
те [18] предложен полиномиальный декомпозиционный метод решения, позво-
ляющий значительно увеличить размерность решаемых задач.  

Ограничения классической транспортной задачи не являются выпуклыми, 
однако любая пара ограничений (взятых по одному из каждой группы) является 
выпуклой подматрицей матрицы ограничений. Этого достаточно для возмож-
ности создания декомпозиционного метода решения транспортной задачи и ее 
вариаций [19–21]. В настоящей работе рассмотрена многомерная задача о ранце 
с выпуклой матрицей ограничений общей лестничной структуры. 

Постановка задачи. Пусть имеется многомерная задача о ранце с выпуклой 
матрицей ограничений следующей структуры: 

– первое ограничение 
 11 1... ;Jx x a     (1) 

– второе ограничение 
 2 2 21 2... ,j j Jx x x a     1 2 2 11,    ;J j J J     (2) 

– третье ограничение 
 3 3 31 3... ,j j Jx x x a     1 3 2 3 2,    ;J j j J J     (3) 

– k-е ограничение 

 1 ... ,k k kj j J kx x x a     1 1 3 2,   ;k k kJ j j J J      (4) 

jx  принимают значения 0 или 1, 1 ,kj J   0,ia   целые, 1 .i k   
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Целевая функция имеет вид 

 1 1 1 1 ... max,     0 ,1 .k kJ J j kc x c x c x c j J         (5) 

Задача (1)–(5) является многомерной задачей о ранце с выпуклой матрицей 
ограничений общей лестничной структуры — некоторые переменные могут 
присутствовать в двух и более ограничениях.  

Алгоритм решения задачи (1)–(5). Обоснование декомпозиции зада- 
чи (1)–(5) на множество задач с двумя ограничениями и в конечном счете на мно-
жество задач с одним ограничением в каждой проведено в работе [18]. Лишь один 
параметр — полиномиальность необходимого объема вычислений не определен в 
работе [18]. Может потребовать бесконечное число итераций для достижения пре-
дельного состояния одномерных задач. Однако, если коэффициенты в целевой 
функции исходной задачи — целые числа, то значение целевой функции в опти-
мальном решении по крайней мере на единицу больше значения целевой функции 
для любого допустимого решения. Поэтому при достаточно близких значениях не-
скольких коэффициентов в целевой функции одномерной задачи можно полагать 
их равными и формировать решение исходной задачи. 

Пример 1. Рассмотрим пример и его решение, являющееся иллюстрацией 
изложенного выше: 
 1 2 3 4 5 6 7 4;x x x x x x x        (6) 
 3 4 5 6 7 8 9 10 5;x x x x x x x x          (7) 

 5 6 7 8 9 10 11 12 13 6;x x x x x x x x x          (8) 

 1 2 3 4 5 6 7 84 6 7 9 12 13 14 7x x x x x x x x         

 9 10 11 12 138 6 4 3 2 max .x x x x x       (9) 

Формируем и решаем задачу с первым и вторым ограничениями (6) и (7): 

 1 2 3 4 5 6 7 4;x x x x x x x         (10) 

 3 4 5 6 7 8 9 10 5;x x x x x x x x          (11) 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
26 28 74 6 7 9 8 4 3 max .
3 3 2

x x x x x x x x x x            (12) 

Поскольку переменные 1x  и 2x  имеются в исходной задаче (6)–(9) только в 
одном ограничении, и в этой двумерной задаче (10)–(12) коэффициенты такие 
же. Коэффициенты при переменных 3x  и 4x  совпадают с исходными. Коэффи-
циенты при переменных 5 6,x x  и 7x  составляют 2 /3  от исходных, так как в 
исходной задаче (6)–(9) они присутствуют в трех ограничениях. Коэффициенты 
при переменных 8 9,x x  и 10x  равны половине от исходных, поскольку в исход-
ной задаче (6)–(9) эти переменные присутствуют в двух ограничениях. 
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Оптимальное решение задачи (10)–(12): 

 2 4 6 7 8 9 1 3 5 101, 0.x x x x x x x x x x           
Задачу (10)–(12) можно эквивалентным образом записать как совокупность 

двух задач с одним ограничением каждая. 
Первая задача 

 1 2 3 4 5 6 7
16 174 6 4,5 5,5 5,1 max
3 3

x x x x x x x         (13) 

при ограничении (6). 
Вторая задача 

 3 4 5 6 7 8 9 10
10 11 72,5 3,5 2, 9 4 3 max
3 3 2

x x x x x x x x         (14) 

при ограничении (7). 
Третья задача с двумя ограничениями содержит ограничения (7) и (8) и це-

левую функцию  

 3 4 5 6 7 8
23 252,5 3,5 6, 9 7
3 3

x x x x x x       

 9 10 11 12 138 6 4 3 2 max.x x x x x       (15) 

Целевая функция (15) представляет собой разность целевых функций (9) и 
(13). Оптимальное решение задачи (7), (8), (15): 

 5 6 7 8 9 11 3 4 10 12 131, 0.x x x x x x x x x x x            

Далее запишем целевую функцию только для задачи с ограничением (8), не-
обходимую для вычисления коэффициентов целевой функции для следующей 
задачи с двумя ограничениями: 

 5 6 7 8 9 10 11 12 13
7 23 19 22 173,1 4 3 2 max.
2 6 6 6 6

x x x x x x x x x           (16) 

Задача с двумя ограничениями (6) и (7) имеет целевую функцию вида 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
19 61 23 26 194 6 7 9 8, 9 max.
2 6 6 6 6

x x x x x x x x x x           (17) 

Целевая функция (17) получена вычитанием целевой функции (16) из целе-
вой функции (9). 

Оптимальное решение задачи (6), (7), (17): 

 2 4 6 7 8 9 1 3 5 101, 0.x x x x x x x x x x           

Для формирования целевой функции задачи с двумя ограничениями необ-
ходимо получить целевую функцию задачи с ограничением (6): 
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 1 2 3 4 5 6 7
9 11 163 35 374 6 max.
2 2 30 6 6

x x x x x x x         (18) 

Целевую функцию задачи с ограничениями (7), (8) находят как разность 
функций (9) и (18): 

 3 4 5 6 7 8
197 43 472,5 3,5 7
30 6 6

x x x x x x       

 9 10 11 12 138 6 4 3 2 max.x x x x x       (19) 

Оптимальное решение задачи (7), (8), (19): 

5 6 7 8 9 11 3 4 10 12 131, 0.x x x x x x x x x x x            
Целевая функция с одним ограничением (8) может быть равна 

 5 6 7 8 9 10 11 12 133, 03 3,2 3,5 3, 2 3, 7 2, 7 4 3 2 max.x x x x x x x x x          (20) 

Целевая функция задачи с ограничениями (6), (7) — это разность функций 
(9) и (20): 
 1 2 3 4 5 6 74 6 7 9 8, 97 9,8 10,5x x x x x x x        
 8 9 103,8 4,3 3,3 max.x x x     (21) 

Оптимальное решение задачи (6), (7), (21): 

2 4 6 7 8 9 1 3 5 101, 0.x x x x x x x x x x           
Оптимальные решения задач с ограничениями (6), (7) и (7), (8) остаются раз-

личными в части, относящейся к общему ограничению (7). Однако предельное 
состояние части целевой функции, относящееся к ограничению (7), это различие 
неизбежно отменит, что и подтверждают дальнейшие вычисления. Предельное 
значение коэффициента в целевой функции при переменной 5x  в задаче с огра-
ничением (8) равно 3, соответственно в задаче с ограничениями (6), (7) этот ко-
эффициент будет равен 9. Ввиду равенства коэффициентов при переменных 4x  и 

5x  их разделения для задач с одним ограничением ((6) и (7)) также будут совпа-
дать. Таким образом, оптимальных решений исходной задачи (6)–(9) будет два: 

 2 4 6 7 8 9 11 12 1 3 5 10 131, 0;x x x x x x x x x x x x x              
 2 5 6 7 8 9 11 1 3 4 10 12 131, 0.x x x x x x x x x x x x x              

Заключение. Авторы настоящей работы выражают уверенность, что пред-
ложенный декомпозиционный прием может оказаться полезным и при реше-
нии других задач. 
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Abstract Keywords 
The article deals with solving multidimensional knapsack 
problems with the so-called convex constraint matrices — 
consisting of zeros and ones in which in each row (or each 
column) the ones are consecutive, with no gaps. It is proved 
that convex matrices are absolutely unimodular. This allows 
for the usual simplex method to be applied to solve such 
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problems. For multidimensional knapsack problems with 
convex constraint matrices of the generalized ladder structure 
we proposed the decomposition solution method, which 
makes it possible to significantly increase the solved problems 
dimension. Decomposition is exposed on the constraints and 
the objective function. In the general case, the iteration loop 
consists of solving various knapsack problems with two con-
straints with at least one common variable. After solving the 
knapsack problem with two constraints, it is equivalently 
replaced by a combination of the two knapsack problems with 
one constraint each. It is done by modifying the coefficients 
of the objective function for the common variables. The 
method has an additional advantage — it does not accumu-
late computation errors, since in each cycle the objective 
function coefficients restore their values. Numerical example 
is given to illustrate the proposed method 
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