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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрены трехмерные задачи теории устойчивости 
упругих конструкций. Использована тензорная постанов-
ка этого класса задач, предложенная ранее Ю.И. Димитри-
енко. Трехмерные задачи теории устойчивости упругих 
конструкций являются относительно мало исследован-
ными, в отличие от двумерных задач теории устойчиво-
сти. В настоящее время численные методы их решения не 
известны. Сформулирована вариационная постановка 
задачи трехмерной теории устойчивости. На основе этой 
постановки предложен конечно-элементный метод реше-
ния задач теории устойчивости, который сводится к 
нахождению собственных значений системы линейных 
алгебраических уравнений с симметричной матрицей 
глобальной жесткости. Разработан программный модуль, 
реализующий предложенный конечно-элементный метод 
в рамках программного комплекса SMCM, разработанно-
го в НОЦ «СИМПЛЕКС» МГТУ им. Н.Э. Баумана, с ис-
пользованием CSIR-схемы хранения разряженных матриц 
и метода бисопряженных градиентов. Проведен тестовый 
расчет для задачи устойчивости прямоугольной пластины 
при продольном сжатии. Сравнение конечно-элементного 
решения этой задачи по трехмерной теории и теории 
пластин Тимошенко показало высокую точность разрабо-
танного численного метода при определении критических 
нагрузок. В то же время трехмерная теория позволяет 
установить более точные формы собственных функций 
потери устойчивости 
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Введение. Традиционные методы расчета конструкций на устойчивость, которые 
в настоящее время широко используют в инженерной практике, основаны на 
анализе двумерных теорий пластин и оболочек или одномерных теорий стержне-
вых конструкций [1–14]. Для многих важных практических задач необходимо 
оценивать влияние трехмерных эффектов на устойчивость конструкций, напри-
мер, влияние одиночных уединенных дефектов, локальных зон соединения эле-
ментов, местных изменений толщины и др. Двумерные и одномерные теории 
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устойчивости конструкций не обеспечивают достаточной точности при исследо-
вании задач этого класса, в связи с чем в последнее время стала актуальной про-
блема исследования устойчивости конструкций в рамках общей трехмерной тео-
рии. Число как отечественных, так и зарубежных публикаций, посвященных 
трехмерным задачам устойчивости, весьма ограничено [13–18]. Одним из первых, 
кто вывел уравнения теории устойчивости из общей нелинейной теории упруго-
сти, используя при этом один из возможных ее вариантов определяющих соот-
ношений, был В.В. Новожилов [15]. Некоторые оригинальные подходы к выводу 
трехмерных уравнений устойчивости рассмотрены в работах А.Н. Гузя [14]. 
Обобщенные трехмерные уравнения теории устойчивости нелинейно-упругих 
тел с конечными деформациями для широкого класса моделей нелинейной упру-
гости, из которых были получены уравнения трехмерной теории устойчивости 
при малых деформациях, были выведены в работах [16, 17]. 

Цель настоящей работы — разработка конечно-элементного метода решения 
трехмерной задачи теории устойчивости линейно-упругих тел с малыми деформа-
циями в общей трехмерной постановке, сформулированной в работах [16–18]. 

Математическая модель трехмерной теории устойчивости. Согласно раз-
работанной в работах [16, 17] теории, трехмерный расчет устойчивости упругих 
конструкций заключается в последовательном решении двух задач. Первая из 
них — задача равновесия упругой конструкции для основного (устойчивого) 
состояния (трехмерная задача теории упругости), которая имеет вид 
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где 0σ  — тензор напряжений; 0ε  — тензор малых деформаций; 0u  — вектор 
перемещений; 4 C  — тензор четвертого ранга модулей упругости;   — набла-
оператор;  ,eS  eu  — векторы внешних поверхностных сил и перемещений;   — 
безразмерный коэффициент при векторах внешних поверхностных сил и пере-
мещений, характеризующий пропорциональное возрастание внешних сил и пе-
ремещений во времени.  

Вторая задача — задача теории устойчивости линейно-упругих конструкций 
формулируется для варьируемого (неустойчивого) состояния конструкции и 
имеет следующий вид: 
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где σ  — тензор напряжений; ε  — тензор малых деформаций; w  — вектор пе-
ремещений в варьированном (неустойчивом) состоянии; 3 – тензор Леви-
Чивиты. 

Решение задач (1), (2) осуществляют в соответствии с приведеным ниже ал-
горитмом. 

1. Решают задачу (1) для основного состояния при значении параметра 
1.   
2. Вычисляют поле тензора напряжений  0 1 .σ  В силу линейности задачи 

любому другому значению параметра   соответствует поле тензора напряже-
ний    0 0 1 . σ σ  

3. Подставляют поле  0 σ  в (2), получают задачу теории устойчивости 
(задачу на собственные значения ). 

4. Решают задачу (2), вычисляют систему собственных значений   и соб-
ственных функций .w  

Вариационная формулировка задачи трехмерной теории устойчивости. 
Для задач (1), (2) могут быть сформулированы вариационные постановки. Рас-
смотрим задачу (1) равновесия для основного (устойчивого) состояния. Введем 
кинематически допустимое поле 0 0, Ψ u  где 0u  — вариация вектора пере-
мещения 0,u  понимаемая как разность двух кинематически допустимых полей. 
Примем, что данное поле удовлетворяет нулевому граничному условию на ча-
сти поверхности u  области .V  Умножая скалярно уравнение равновесия из 
системы (1) на 0Ψ  и интегрируя полученное выражение по области ,V  с учетом 
преобразования 

  0 0 0 0 0 0    Ψ σ Ψ σ σ Ψ   

и теоремы Гаусса — Остроградского получаем вариационное уравнение для за-
дачи равновесия в основном состоянии 
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Используя аналогичный подход применительно к задаче устойчивости (2) в 
варьируемом состоянии, приходим к вариационному уравнению 

     0 т4 0.
V

dV     C ε w σ w w   (4) 

Уравнение (4) является задачей на собственные значения, в которой после 
подстановки    0 0 1 , σ σ  требуется найти собственные значения   и соот-
ветствующие им собственные функции .w  На практике особый интерес пред-
ставляет наименьшее собственное значение min ,  поскольку ему соответствует 
наименьшая критическая нагрузка кр,eS  приводящая к первой форме потери 
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устойчивости. Всем остальным значениям   отвечают другие формы потери 
устойчивости конструкции. 

Метод конечных элементов для численного решения трехмерной задачи 
теории устойчивости. Для решения задач (3), (4) применим метод конечных 
элементов (МКЭ) [19–21]. Триангуляцию расчетной области осуществим с по-
мощью тетраэдральных конечных элементов (КЭ). Используем линейную ап-
проксимацию для перемещений в каждом КЭ, напряжения и деформации при 
этом полагаем постоянными в каждом элементе. Для дальнейших преобразова-
ний введем следующие матричные обозначения: 
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— матрица компонент тензора модулей упругости 4 ;C  
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— матрица функций формы; 
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— матрица оператора дифференцирования. 
Для основного (устойчивого) состояния используем обозначения 

    т0 0 0 0 0 0 0
11 22 33 23 13 12

6
          (8) 

— строка компонент тензора напряжений в КЭ; 
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—  строка компонент тензора малых деформаций в КЭ; 
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   т0 0 0 0

1 2 3
3

u u u u   (10) 

—  строка компонент вектора перемещений в КЭ; 

     т0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
11 12 13 21 22 23 31 32 33 41 42 43

12
U U U U U U U U U U U U U   (11) 

— строка компонент вектора перемещения в узлах КЭ ( 0
ijU  — j-я компонента 

вектора перемещений 0
ju  в i-м узле КЭ); 
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3
, ,eS S S S   (12) 

—  строка компонент вектора внешних поверхностных сил в КЭ. 
С учетом введенных обозначений обобщенный закон Гука (второе уравне-

ние в системе (1)) может быть записан в эквивалентной форме 
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а соотношения Коши (третье уравнение в системе (1)) примут вид 
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где вектор перемещений КЭ связан с вектором перемещений его узлов как 
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3 123 12
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Вариация компонент тензора малых деформаций  0

6
  может быть выра-

жена так 
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Здесь 

     0 0
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
     (17) 

Подставляя соотношения (7)–(17) в вариационное уравнение (3) и преобра-
зуя полученное выражение, получаем систему линейных алгебраических урав-
нений (СЛАУ) для нахождения значений в узлах КЭ компонент вектора пере-
мещений в основном состоянии 
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где введены обозначения для локальной матрицы жесткости  
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Матрица  
12 12

K


 является симметричной, что позволяет применять для реше-

ния СЛАУ (18) эффективные итерационные методы сопряженных градиентов. 
 Рассмотрим вариационное уравнение (4) для задачи устойчивости. Введем 

обозначения 
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— строка компонент тензора напряжений в варьируемом состоянии; 
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— строка компонент тензора малых деформаций в варьируемом состоянии; 
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— строка компонент вектора перемещения в варьируемом состоянии;  
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— строка компонент вектора перемещения в узлах КЭ в варьируемом состоя-
нии. 

Образуем матрицу из компонент тензора напряжений в основном (устойчи-
вом) состоянии 
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а также строку, элементами которой являются все производные вида j
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Введем матрицу, составленную из операторов дифференцирования  
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0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 ,

0 0 0 0 0 0

x x x

L
x x x

x x x



   
    

       
        

  (26) 

и матрицу транспонирования 

  
9 9

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 .
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

T


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  (27) 

С учетом введенных обозначений обобщенный закон Гука (второе уравне-
ние в системе (2)) может быть записан в эквивалентной форме 
     

6 6 6 6
,C


     (28) 

а соотношения Коши (третье уравнение в системе (2)) примут вид 
     1

6 6 3 3
,L w


    (29) 

где вектор перемещения КЭ в варьируемом состоянии связан с вектором пере-
мещений его узлов как 
     

3 3 12 12
.w N W


   (30) 

Вариации компонент тензора малых деформаций  
6
  и производных  

9
R  

могут быть выражены как 
     1

6 6 3 3
;L w


     (31) 

     2
9 9 3 3

,R L w


     (32) 

где 
     

3 3 12 12
.w N W


     (33) 

Преобразуем подынтегральное выражение в (4) с учетом обобщенного зако-
на Гука и выражения для кососимметричного тензора   w  из (2): 
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     т

т т т т

(1) (2) (3)

4 0

0 01 1
2 2

.G G G

     

    



 



   

 



C ε w σ w w

σ w σ w w σ w w   (34) 

Здесь  

  

(1) т

(2) т

(3) т0 т

01
2
1
2

;

;

.

G

G

G

 

   

   





   

σ w

σ w w

σ w w

  (35) 

Несложно проверить, что первое слагаемое (35) может быть записано в 
форме 

  (1) .G   ε wσ   (36) 

С учетом введенных ранее обозначений (20) и (21), а также соотношений 
(31) и (33) выражение (36) эквивалентно скалярному произведению матрицы и 
строк 

               т т т
1 1

6 6 6 6 3 3 12 12 6

(1)

6 12 12
,L N WG B W

  
          (37) 

где     1 1
6 12 6 3 3 12
B L N
  

  — матрица производных функций формы. 

Для дальнейших преобразований второе и третье слагаемые в (35) удобно 
переписать в компонентной форме, в результате чего они примут вид 

  (2) 0 (3) 01 1, .
2 2jk ik kj ikij ijG R R G R R         (38) 

С учетом введенных ранее обозначений и соотношений (31)–(33) скаляр 
(2)G  можно представить так 

 

       

             

      

т0 0

9 9 1 9 99 9 9 9

0 0
2 2 2 2

9 3 3 9 3 3 9 3 3 12 12 9 3 3 12 129 9 9 9

т т 0
2 2

12 12 9 9 12 129

 т
(2)

т

9

т

1 1
2 2

1 1
2 2

1
2

,

R R R R

L w L w L N W L N W

W B B W

G
 

      

 

     
 

  
 

   
   
  

      

            

    


  (39) 

где     2 2
9 12 9 3 3 12
B L N
  

  — матрица производных функций формы. 

Третье выражение в (35) с учетом (31)–(33) может быть преобразовано сле-
дующим образом: 
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    

              

       

т 0

1 9 9 9 99 9

0 0
2 2 2 2

9 3 3 9 3 3 9 3 3 12 12 9 9 9 3 3 12 129 9 9 9

т т 0
2 2

12 12 9 9 9

(3)

9 12 129 9

т т

1
2

1 1
2 2

1 .
2

R T R

L w L w L N W T L N W

W B T B W

G
 

       

  

    

    



   
   
  

       

  





  (40) 

В общем случае произведение симметричных матриц 0

9 9
    и  

9 9
T


 дает 

несимметричную матрицу. Однако можно провести симметризацию с помощью 
следующего свойства. Пусть задана квадратичная форма вида 

   
, 1

,
n

ij i j
i j

Q x A x x


    

где ijA  — компоненты некоторой несимметричной квадратной матрицы   ;ijA   
ix  — компоненты вектора. Тогда эта же квадратичная форма может быть пред-

ставлена эквивалентным образом  
, 1

,
n

ij i j
i j

Q x A x x


    ijA  — компоненты симмет-

ричной матрицы   ,ijA  связанные с компонентами матрицы  ijA  как 
1 ( ).
2ij ij jiA A A   В рассматриваемом случае в силу произвольности вариации 

 т

12
W  можно принять 

    т т

12 12
.W W    (41) 

Запишем второе и третье слагаемые  

       т т
2 2

12

(2)

12 9 9 12 1

(3) 0

29 9

1 ,
2

W B WG BG
  

        (42) 

где    0 0

9 9 9 99 9 9 9
T E
  

              
, и симметризуем матрицу    т

2 2
12 9 9

0

9 9 12
B B
 

    указанным 

выше способом с учетом (41) 

 

      

           

т т
2 2

12 12 9 9 12 1

(2) (3) 0

9 9

0 0

9 9 9

2
т

т т т
2 2 2 2

12 12 9 9 12 12 9 9 19 2 12

1
2

1 1
2 2

W B B W

W B B B

G

B W

G
 

   



     

  



                
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           

      

тт т т
2 2 2 2

12 12 9 9 12 12 9 9 12 12

т т
2 2

12 12 9

0 0

9 9 9

9 12 12

9

0

9 9

1
2 2

1
2

,

1W B B B B W

W B B W

   

 

 



 
    


      





 

    
  (43) 

где 0 0 0

9 9 9 9

т

9 9

1
2  

 
               

 
  — симметричная матрица. 

Подставляя соотношения (34), (35) и (43) в вариационное уравнение (4) и 
преобразуя полученное выражение, с учетом замены  0 0

9 9 9 9
(1) ,

 

           запи-

шем искомую СЛАУ для задачи устойчивости 

       
12 12 12 12 12 12

.K W S W
 

    (44) 

Здесь введены обозначения для следующих симметричных матриц: 

              т т 0
1 1 2 2

12 12 12 6 6 6 6 12 12 12 12 9 9 129 9

1,  .
2V V

K B C B dV S B B dV
      

         (45)  

Для численного решения задачи (44) на собственные значения был разрабо-
тан программный модуль, реализующий предложенный конечно-элементный 
метод в рамках программного комплекса SMCM, разработанного в НОЦ 
«СИМПЛЕКС» МГТУ им. Н.Э. Баумана, с использованием CSIR-схемы хране-
ния разряженных матриц и метода бисопряженных градиентов. 

Тестовая задача об устойчивости пластины при продольном сжатии. Для 
проверки точности разработанного конечно-элементного метода решения зада-
чи устойчивости была рассмотрена тестовая задача об устойчивости прямо-
угольной пластины при продольном сжатии. Решение этой задачи было выпол-
нено двумя методами:  

1) в рамках общей трехмерной теории разработанного конечно-элементного 
метода;  

2) в рамках одномерной теории устойчивости пластины, рассматриваемой по 
модели Тимошенко, при действии на нее продольной сжимающей нагрузки. Зада-
ча устойчивости пластины по модели Тимошенко сводится к нахождению соб-
ственных значений и собственных функций уравнения четвертого порядка [17] 

 
(0) (0)4 2
3 3
4 2
1 1

0,d w d w
dx dx

    10 x l   (46) 

с граничными условиями на торцах пластины 

 
   

   

(0) (0)
3 3
(0) (0)
3 3

1 1

0 0, 0;

0 0, 0.

w w l
dw dw l
dx dx

 

 
  (47) 
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Здесь (0)
3w  — прогиб (собственные функции) пластины в варьируемом состоя-

нии; l  — длина пластины;   — собственное значение задачи, которое связано с 
продольным сжимающим усилием 0 ,T  действующим на пластину [17], 

 
0

2
0

11
1313

,
1

2

T
TD

hC

 
  
 

  (48) 

где  3
11 111112D h C  — изгибная жесткость; h  — толщина пластины; ijklC  — 

компоненты тензора модулей упругости пластины.  
Задача (46), (47) решена методом конечных разностей с использованием  

конечно-разностной аппроксимации производных на равномерной сетке. В ре-
зультате задачу (46), (47) сводят к нахождению собственных значений следую-
щей СЛАУ: 

 [ ]{ } [ ]{ },K y S y    (49) 

где { }y  — столбец значений функции прогиба (0)
3w  в узлах конечно-разностной 

сетки; [ ],K  [ ]S  — матрицы, 

 

1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 4 6 4 1 0 0 0 0 0

[ ] ;
0 0 0 0 0 1 4 6 4 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1

K

 
 
 
  
   
  
 
 
  





          




  

 

2 2 2

2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0

[ ] .
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

h h h
S

h h h

 
 
 
  
 

  
  
 
 
 
 





        




  

Результаты численных расчетов. Размеры пластины вдоль каждого коор-
динатного направления были приняты равными 1 0,1 0,02   м. Упругие кон-
станты материала пластины соответствуют тканевому стеклопластику со зна-
чениями 1 2 20E E   ГПа, 3 6E   ГПа, 13 23 3G G   ГПа, 12 0, 2G   ГПа, 

13 23 0,15,     12 0, 2.   Предполагалось, что пластина находится в одноосном 
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напряженном состоянии, сжимающая нагрузка 0
11 0,3eS     ГПа. При числен-

ном решении трехмерной задачи теории устойчивости по разработанному ме-
тоду использована конечно-элементная сетка, в которой число узлов составило 
14 779, конечных элементов — 58 653, поверхностных элементов — 18 874. 
Среднее число элементов по толщине пластины равно 4. 

Полученные результаты расчетов приведены ниже. Согласно этим результа-
там, критические нагрузки потери устойчивости балки, вычисленные на основе 
предложенного в рамках настоящей работы конечно-элементного метода реше-
ния общей трехмерной задачи теории устойчивости и теории устойчивости 
пластин Тимошенко, достаточно хорошо согласуются между собой. 

Значения критических нагрузок, полученные при решении задачи устойчивости 
балки на основе общей трехмерной теории устойчивости и теории устойчивости  

пластин Тимошенко 

Трехмерная теория устойчивости, 310 ,  ГПа ……………………… 30,892 
Теория устойчивости пластин Тимошенко, 310 ,  ГПа ……………. 27,680 
Относительная погрешность, % ………………………………………… 11,6 

Распределения компонент вектора перемещения w  (собственного вектора) 
в варьируемом состоянии приведены на рис. 1, распределения компонент тен-
зора напряжений σ  в варьируемом состоянии — на рис. 2. Указанные величины 
определены с точностью до произвольной константы, рисунки отражают общий 
характер собственных перемещений и напряжений при потере устойчивости 
конструкции. 

а 

Рис. 1 (начало). Распределение компоненты 1w  (а), м  
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б 
 

в 
Рис. 1 (окончание). Распределение компонент 2w  (б) и 3w  (в), м, вектора  

перемещения w в варьируемом состоянии (собственного вектора) 
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a 

б 

 
в 

Рис. 2 (начало). Распределение компонент 11  (а), 22  (б), 33  (в), МПа 
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г 

 
д 

 
е 

Рис. 2 (окончание). Распределение компонент 23  (г), 13  (д), 12  (е), МПа,   
тензора напряжений σ  в варьируемом состоянии  

 
Выводы. Предложен конечно-элементный метод решения общей трехмер-

ной задачи теории устойчивости упругих конструкций, основанный на перво-
начальном расчете трехмерного напряженного состояния конструкции в ре-
зультате решения классической теории упругости, с последующим решением 
специальной трехмерной задачи на собственные значения для варьируемого 
состояния конструкции.  
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Сформулирована вариационная постановки задачи теории устойчивости и 
разработан МКЭ для ее численного решения. На основе этой постановки пред-
ложен МКЭ решения задач теории устойчивости, который сводится к нахожде-
нию собственных значений системы линейных алгебраических уравнений с 
симметричной матрицей глобальной жесткости.  

Проведен тестовый расчет для задачи устойчивости прямоугольной пласти-
ны при продольном сжатии. Сравнение решения КЭ этой задачи по трехмерной 
теории и по теории пластин Тимошенко показало высокую точность разрабо-
танного численного метода при определении критических нагрузок. В то же 
время трехмерная теория позволяет установить более точный вид собственных 
форм потери устойчивости конструкций.  
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Abstract Keywords 
The study tested the three-dimensional problems of elastic 
structures buckling theory. In the research we applied the 
tensor statement of these problems offered by Yu.I. Dimi-
trienko before. The three-dimensional problems of elastic 
structures buckling  theory  are studied less than the  two-
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dimensional problems of buckling theory. Nowadays, nu-
merical methods of their solution are not known. The work 
gives the variation statement of the three-dimensional prob-
lem of elastic structures buckling theory. According to this 
statement, we proposed the final-element method for sol-
ving the buckling problems which is reduced to finding the 
eigen values of the linear algebraic equations system with a 
global symmetric stiffness matrix. As a result, we developed 
the program module implementing the offered final-element 
method within the SMCM program complex developed in 
Scientific and Educational Center "SIMPLEX" at  Bauman 
Moscow State Technical University with the use of the CSIR 
storage scheme of the sparse matrixes and a bi-conjugate 
gradient method. We carried out the test calculation for the 
rectangular plate buckling problem under the longitudinal 
compression. The comparison of the final-element solution 
of this problem according to the three-dimensional theory 
and Timoshenko plates theory has shown high precision of 
the developed numerical method when determining critical 
loads. At the same time, the three-dimensional theory allows 
for more exact forms of eigen functions of stability loss 
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