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Аннотация Ключевые слова 
В отличие от классической транспортной задачи, где 
известны пункты производства и потребления, и требует-
ся минимизировать стоимость перевозки, в настоящей 
работе рассмотрен минимаксный критерий. В частности, 
ищется матрица с минимальным наибольшим элементом 
в классе неотрицательных матриц с заданными суммами 
элементов строк и столбцов. В таком случае минимакс-
ный критерий можно интерпретировать следующим 
образом. Допустим, что время перевозки из пункта про-
изводства в пункт потребления пропорционально объему 
перевозки. Тогда минимакc — минимальное время, необ-
ходимое для перевозки всего объема. Это обычная ситуа-
ция, когда принимающий решения не знает тарифных 
коэффициентов. В других ситуациях они не имеют смыс-
ла, как и нелинейные тарифные целевые функции. В этих 
случаях минимаксная интерпретация приводит к эффек-
тивному решению. Для классов неоринтированных сетей 
с заданным вектором степеней узлов (транспортных и 
сетевых многогранников) с применением характеристи-
ческих функций получены аналитические формулы для 
вычисления минимаксных значений, выраженных через 
координаты вектора и неотрицательный параметр. Ми-
нимаксные значения определяют необходимые и доста-
точные условия, при которых усеченные многогранники 
не пустые множества. Получен алгоритм построения 
наследственно минимаксной сети в сетевых многогран-
никах  
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Введение. В настоящей работе рассмотрены классы сетей (взвешенных графов), 
веса дуг которых ограничены неотрицательным параметром с заданным векто-
ром степеней узлов и двудольных сетей, степени узлов которых задаются парой 
векторов. В транспортных задачах эти классы называются усеченными сетевы-

mailto:selin@gipc.akita-u.ac.jp
mailto:tsur@ccas.ru
mailto:challenge2005@mail.ru


П.С. Селин, В.И. Цурков, А.А. Гурченков 

44  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2017. № 1 

ми и транспортными многогранниками [1, 2]. Одной из задач оптимизации в 
моделях транспортного типа, где классические функционалы минимизации за-
менены минимаксными, является нахождение минимакса и построение наслед-
ственно минимаксной сети (матрицы), любая подсеть которой представляет со-
бой минимаксную сеть многогранника, которому она принадлежит [3–6]. Для 
вычисления минимаксных значений построены системы линейных соотноше-
ний и показано, что расчет минимакса можно упростить. Полученные результа-
ты основаны на характеристических функциях, зависящих от координат векто-
ров и параметра. Неотрицательность характеристических функций — это кри-
терий непустоты усеченных сетевых и транспортных многогранников. Для  
сетей исследуемых классов также приведен алгоритм построения наследственно 
минимаксной сети. 

Перейдем к основным определениям и обозначениям. Все n-вершинные се-
ти рассмотрим с множеством узлов 1( ) = { , , },nU n u u  а все n, m-вершинные дву-
дольные сети — с множествами узлов (долями) 1( ) = { , , }nU n u u  и ( ) =V m  

1{ , , }.mv v   Будем отождествлять n-вершинные сети и ,n m -вершинные дву-
дольные сети с неотрицательными матрицами смежности = ( ),ijX x  1 , ,i j n   и 

= ( ),ijX x  1 ,i n   1 ,j m   где =ij jix x  — вес дуги (петли при =i j ) с верши-
нами iu  и ju  в первом случае и ijx  — вес дуги с вершинами iu  и jv  во втором. 

Для множеств неотрицательных векторов и пар из них применяют следую-
щие обозначения: 
 1= { = ( , , ) : 0 };n

n ia a a i  A   
  1= : , 1 1 (при 2) ;n n

i iR a a i n n       A  

 ,
,=

=1 =1
= ( , ) : , , = ;

n m
n mn m i j

i j
A a b 

 
  

 
 A B B   

  , ,
,= ,== ( , ) : .n mn m n m

    A B A B    

В транспортных задачах условие равенства сумм координат пары векторов 
из множества ,

,=
n m
  называется замкнутостью, или условием баланса [7–9]. 

Многие утверждения и конструкции (без ограничения общности) рассматрива-
ются с векторами из множества n

  и парами векторов из множества ,
, .n m

   
Обозначим множества сетей, степени узлов которых равны координатам 

вектора A  из множества n
 как  ( ) = ( ) = ( ) : ( ) ( ); = 0ij L iiX x X x i  A A A A ; 

 ( ; ) = ( ) = ( ) : ( ) ( ); ,ij ijc X x X x c i j   A A A A  —  класс сетей, веса дуг которых 
не превосходят заданного неотрицательного параметра c. 

Множества сетей ( ) A  и ( ; )c A  называются сетевыми и усеченными сете-
выми многогранниками [6, 7, 10, 11]. 

Множества двудольных сетей, степени узлов которых равны координатам 
векторов из пары ,

,=( , ) ,n m
A B   обозначим 

  ( , ) = ( , ) = ( ) : 0 , ;ij ijX x x i j  A B A B  
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=1 =1

deg = = ; deg = = ,
m n

i ij i j ij j
j i

u x a i v x b j     

  ( , ; ) = ( , ) = ( ) : ( , ) ( , ); .ij ijc X x X x c  A B A B A B A B  

В транспортных задачах множества ( , ) A B  и ( , ; )c A B  называются класси-
ческим и усеченным транспортными многогранниками [1, 2]. 

Рассмотрим следующую вероятностную задачу. Пусть ,
,=( , ) ,n m

A B   > 0,t  и 
пусть ( , ) = ( )ijX xA B  — транспортная матрица-план, задаваемая векторами A   
и .B  Тогда ( , ) = ( )ijtX txA B  — матрица времени, необходимого на транспортиров-
ку продукта от производителя i  к потребителю ,j  1 ,i n   1 .j m   Обозначим 

( )XM  — множество всех подматриц матрицы = ( , ).X X A B  Поскольку каждая 
подматрица задается произвольными подмножествами строк и столбцов, 
| ( )|= (2 1)(2 1)n mX  M  — число всех подматриц в множестве ( ).XM  Введем 
следующий функционал ( ( , )) = max .ij

ij
X x A B  Допустим, что подматрицы Y  вы-

бирают из множества ( )XM  равновероятно и критерием для каждого выбора 
является значение ( ( , ))t X A B  наибольшего элемента из .tY  Распределение ве-
роятности на множестве ( )XM  равномерно, поэтому задача минимизации ожи-
даемого значения максимального времени, необходимого на транспортировку 

( )
(2 1)(2 1) ( ),n m

Y X
t Y


  

M

 сводится к задаче минимизации функционала  

 
( )

( ( , )) = ( ).
Y X

X Y


 A B
M

 

Задача минимизации функционала ( )X  имеет единственное решение, за-
даваемое наследственно минимаксной матрицей * *( , ) = ( )ijX xA B  [5]:  

 *
( , ) ( , )

min ( ( , )) = ( ( , )).
X

X X


  
A B A B

A B A B  

 Характеристические функции. Сформулируем условия, при которых 
( ; ),c A  ( , ; ) ,c  A B  для чего введем понятия характеристических функций 

[4, 5, 12]. 
Пусть n

A   и 0.c   Характеристической функцией называется функция 
вида 

 
1 1

( ; ) = ( 1) ( ) , .k i i i k
i k i k i k
a cki

c ck k a ck a a c ck a c
    


          A   (1) 

Для  и  характеристическую функцию определяют как  

 
=1 =1

( , ; ) = ( ) , 1 .
m k

k j j i
j b ck ij

c b b ck a k n


       A B  (2) 
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=1 =1

( , ; ) = ( ) , 1 .
m k

k j j i
j b ck ij

c b b ck a k n


       A B  (2) 

Неотрицательность характеристических функций (1) и (2) — критерий того, 
что усеченные сетевые и транспортные многогранники не являются пустыми  
[4, 5, 12]. 

 Теорема 1. Пусть  ( ; )cA     ( ; ) 0k cA   ,k     .kc ck a c  Если 
 ,

,=( , ) ,n mA B   то  ( , ; )cA B     ( , ; ) 0k cA B   ,k   1 .k n  
Далее будем применять функции (1) и (2), а также их упрощенный вид, если 

обозначим 

 1

1

max{ : }, ;
( ; ) =

, <
i k

k
k

i a ck a ck
l c

k a ck




 
 


A   и   1

1

max{ : }, ;
( ; ) =

0, < ,
j

k
j b ck b ck

l c
b ck

 



B   

то  
 

> ( ; )
( ; ) = ( ( ; ) 1) ;k k i i

i k i l ck
c ck l c a a


    

A
A A   (3) 

 
> ( ; ) =1

( , ; ) = ( ; ) , 1 .
k

k k j i
j l c ik

c ckl c b a k n     
B

A B B   (4) 

 Замечание 1. Пусть n
A   и 0.c   Для (3) и (4), если 1 ,ka ck   то ( ; ) = ( ; ).k kl c l cA A  

 Минимакс и наследственно минимаксная сеть смежности двудольной  
сети. Для пары векторов ,

,=( , ) n m
A B   найдем наименьшее значение = ( , ),c c A B  

при котором ( , ; ) .c  A B  
 Определение 1. Пусть ,

,=( , ) .n m
A B   Величина ( , ) = min{ : ( , ; ) }c c c  A B A B

называется минимаксом для ( , )A B  или ( , ). A B  Это определение связано с очевид-
ным тождеством  

  
( , ) ( , ) ,

: ( , ) = ( ) .maxminmin{ : ( , ; ) } = ij ij
X i j

x X xc c


  
A B A B

A BA B  

Для минимакса имеет место теорема 2 [3–5]. 
Теорема 2. Пусть ,

,=( , ) n m
A B   и ( , ; ) .c  A B  Величина c  является мини-

максом ( = ( , )c c A B )   ,k   1 ,k n   что ( , ; ) = 0k c A B  и 1 .b ck  
Построим формулу вычисления минимакса ( , ),c A B  где ,

,=( , ) .n m
A B   Обозна-

чим 1( , ) = {( , ) : >i iT i j a a A B  или = ,i n  1>j jb b   или = }.j m  Для ( , ) ( , )t r T  A B  
построим систему линейных соотношений  

 
=1 >

1

= ;

;
> , < .

t
i j

i j r
tr

tr r

tr r

a b
c

tr
c t b
c t b r m





 

  (5) 
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 Лемма 1. Для ,
,=( , ) n m

A B   имеет место  

 
( , ) ( , )

.max( , ) = tr
t r T

cc
 A B

A B   (6) 

Отметим, что пара индексов ( , ),k p  при которой ( , ) = ,kpc cA B  определяется 
неоднозначно. 

 Определение 2. Сети (матрицы) из ( , ; ( , ))c A B A B  называются мини-
максными. 

Следующая теорема характеризует минимаксные матрицы (см. (4)) [3–5]. 
 Теорема 3. Если ,

,=( , ) ,n m
A B      ( , ; ( , )) = 0k c A B A B  и 1 ( , ),b c A B  то для 

( , ) = ( ) ( , ; ( , ))ijX x cA B A B A B  справедливо  

 
( , ), 1 , 1 ( ; ( , ));

=
0, > , > ( ; ( , )).

k
ij

k

c i k j l c
x

i k j l c
   




A B B A B
B A B

 

Вычисление минимакса ( , )c A B  можно упростить: при его расчете достаточ-
но использовать первое соотношение из системы (5). 

 Лемма 2. Пусть ,
,=( , ) .n m

A B   Для ,t   1 ,t n   примем  

 =1 > =1 >

1
( , ) ( , )

= max = .

t t
i j i j

i j r i j q
tq

r m
t r T

a b a b
c

tr tq 


    

A B

 

Тогда  
а) ;tq qc t b  
б) 1tq qc t b   (если <q m ), причем 1= = ,tq q tq tqc t b c c    где =q  

min{ : ( , ) ( , ), > }.j t j T j q  A B   
 ◄ Начнем доказательство леммы с доказательства пункта а леммы. Пред-

положим > .tq qc t b  Для q  возможны два случая: 1) 1 > ;qb b  2) 1 = .qb b  
Докажем случай 1. Здесь существует = max{ : ( , ) ( , ), < }.q j t j T j q  A B  Тогда 

для разности tq tqc c   получим  

 =1 > =1 >=

t t
i j i j

i j q i j q
tq tq

a b a b
c c

tq tq




 
 



   
=1 > >

( )
1= =

t
i j j

i j q j q
q q a q b q b

t qq


   



  
 

 =1 > = 1
( ) ( )

1=

qt
i j j

i j q j q
q q a q q b q b

t qq


    



  
=1 > = 1

( )
1= =

qt
i j j

i j q j q
q q a b q b

q tq


     
 



  
 

 = 1

= 1

( ) 11 .= ( )=

q

j q
j q tq

j tq
j q

b
q q c b c t

q tt ttq




 
   

 


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В силу определения множества ( , )T A B  и упорядоченности координат век-
торов пары ( , )A B  по невозрастанию =j qb b  :j  1 ,q j q    тогда =tq tqc c    

= 1 ( )( ) < 0,q tqq q b c t
q t

 


 что противоречит условию леммы. 

Докажем случай 2. Предположим < ,q tqb c t  следовательно,  

 =1 ><

t
i j

q i j q
a b

b
t tq

 
 

и 
=1 >

< .
t

q i j
i j q

b q a b   Таким образом, 
1 =1

> 0,
t m

i j
i j

a b


    что противоречит условию 

замкнутости. 
Докажем пункт б леммы. Пусть < .q m  Для разности tq tqc c   имеем  

 =1 > =1 >=

t t
i j i j

i j q i j q
tq tq

a b a b
c c

tq tq




 
 



   
=1 > >

( )
1= =

t
i j j

i j q j q
q q a q b q b

t qq


   



  
 

 =1 > = 1
( ) ( )

1=

qt
i j j

i j q j q
q q a q q b q b

t qq



 
     



  
=1 > = 1

( )
1= =

qt
i j j

i j q j q
q q a b q b

q tq



 

     
 



  
 

 = 1

= 1

( )1 1= = ( ).

q
j qtq j q

tq j
j q

b
c t q q

c t b
q t t qt




 




 
    
 


  

Здесь в силу определения множества ( , )T A B  и упорядоченности координат 
векторов пары ( , )A B  по невозрастанию справедливо 1=j qb b   :j  1 .q j q    

Поэтому 1
1= ( )( ).tq tq tq qc c q q c t b
qt     ► 

Предположим, что 1< .tq qc t b   Тогда < ( )tq tq tq tq
q qc c c c

q 
 

   и ( ) <tq tq
qc c
q




0,  что противоречит условию леммы 2. 

Пусть 1= .tq qc t b   Тогда ( ) = 0,tq tq
qc c
q


  что справедливо тогда и только то-

гда, когда = .tq tqc c   
Из лемм 1 и 2 следует теорема 4 [3–5]. 
Теорема 4. Пусть ,

,=( , ) .n m
A B   Для минимакса ( , )c A B  имеет место  

 
=1 >

( , ) ( , )
.max( , ) =

t
i j

i j r

t r T

a b

c tr

 

A B
A B   (7) 
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 Определение 3. Сеть (матрица) ( , ) = ( )ijX A B x  называется равномерной, 
если справедливы два условия [3–5]:  

 1) = ,i pa a  =j qb b    = ;ij pqx x   
 2) ,i pa a  j qb b    .ij pqx x  
Каждая неотрицательная матрица = ( ),ijX x  1 ,i n   1 ,j m   задает пару 

векторов ,
,=( , ) ,n m

A B   где 
=1 =1

= , = , = ( , ) ( , ).
m n

i ij j ij
j i

a x b x X X   A B A B  Будем го-

ворить, что матрица X  задает пару векторов ( , ).A B  
 Определение 4. Для  ,

,=( , ) n mA B   двудольная сеть (минимаксная) ( , )X A B  
называется наследственно минимаксной, если каждая ее подматрица есть ми-
нимаксная матрица пары векторов, которую задает эта подматрица [3–5]. 

Основные свойства наследственно минимаксных сетей заключены в двух 
(эквивалентных) утверждениях [3–5]. 

 Теорема 5. Для каждой пары векторов ( , )A B  из множества ,
,=

n m
  существу-

ет единственная наследственно минимаксная матрица ( , ),X A B причем она яв-
ляется равномерной. 

 Теорема 6. Каждый транспортный многогранник ( , ) A B  содержит одну и 
только одну наследственно минимаксную матрицу, которая является равно-
мерной. 

Алгоритм построения наследственно минимаксной сети заключен в следу-
ющей лемме [3–5]. 

 Лемма 3. Пусть ,
,=( , ) n m

A B   и ( , ) = ( ) ( , ; ( , )),ijX x cA B A B A B   причем 
( , ) = .kqc cA B  Тогда для пар векторов ( , ) A B  и ( , ), A B  где = ( , ) ,i ia a c q  A B  

1 ,i k   = ,j q jb b   1 ,j m q    = ,i k ia a  1 ,i n k     = ( , ) ,j jb b c k  A B   1 ,j q   
имеет место ,

,=( , ) ,k m q
  A B   ,

,=( , ) n k q
  A B   и ( , ; ( , )) ,c   A B A B , 

( , ; ( , )) .c A B   A B  
 Замечание 2 к лемме 1. Из теоремы 3 следует: а) если = ,k n  то пары векторов 
 ( , )A B  не существует; б) если = ,q m  то пары векторов  ( , )A B  не существует; в) при 

=k n  и =q m  пары векторов  ( , )A B  и  ( , )A B  не существует. 

 Алгоритм 1. Построение наследственно минимаксной двудольной сети [3–5]. 
Пусть ( , )A B  — произвольная пара векторов из множества ,

,= .n m
  Наслед-

ственно минимаксную матрицу ( , ) = ( )ijX xA Β  строят следующим образом. 
 Шаг 1. Вычисляют минимакс 

( , ) ( , )
max( , ) = trt r T

c c
 A B

A B = kqc  (теорема 4) и строят 

подматрицы искомой матрицы ( , ),X A B  первая из которых состоит из мини-
максных элементов, а вторая — нулевая (теорема 3). 

 Шаг 2. Определяют пары векторов ( , ), A B  ( , ) A B  (см. лемму 3), применя-
ется теорема 4 для вычисления минимаксов ( , ),c  A B  ( , )c  A B  и теорема 3 для 
определения части элементов подматриц 1( , ) ( , ; ( , ))X c     A B A B A B  и 

2( , ) ( , ; ( , ))X c     A B A B A B  искомой матрицы ( , )X A B и т. д. Очевидно, что 
процесс, содержащийся в алгоритме, конечен. 
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 Минимакс и наследственно минимаксная сеть с заданным вектором сте-
пеней узлов. Для вектора nA   вычислим наименьшее значение = ( ),c c A  при 
котором ( ; ) .c A  

 Определение 5. Пусть nA   и ( ) . A  Значение ( ) =c A  

min{ : ( ; ) }c c  A  называется минимаксом для A  или ( ) A  [12]. 
Величина ( )c A  в работах [3–5] называется весом вектора .A  Легко заметить 

справедливость тождества 
( ) ( ) ,

maxminmin{ : ( ; ) } = { : ( ) = ( )}.ij ij
X i j

c c x X x


 
A A

A A  

Для минимакса имеет место теорема 7 [12]. 
Теорема 7. Пусть nA   и ( ) . A  Величина c  является минимаксом

( = ( ))c c A    ( ; )c A  и ,p   ,pc cp a c    что ( ; ) = 0.p c A  
Перейдем к построению формулы вычисления минимакса ( ),c A  где .nA 

Обозначим ( ) = {( , ) : , , 1 }.T i j i j i j n    A   Для   ( , ) ( )t r T A  построим си-
стему соотношений  

 

>

1

= ;
( 1)

;
> , < ;

, > .

i i
i t i r

tr

tt t tt

tr r

tr r

a a
c

t r
c t a c

c t a r n
c t a r t








 



 

  
(8)

 

Примем = 0,trc  если система (8)  не имеет решений. 
 Замечание 3. При =1r  (тогда и =1t ) система (8)  не имеет решения, и в этом слу-

чае, как отмечено выше, 11 = 0,c  но ( ) = 0c A    A  — нулевой вектор. Поэтому будем 
предполагать, что в системе (8)  вектор A  отличен от нулевого и >1.r  

 Теорема 8. Пусть ,nA   где 1 > 0,a  и ( ) . A  Тогда 
( , ) ( )

( ) = .max tr
t r T

c c
 A

A  

 ◄ Примем 
( , ) ( )

= max .pq tr
t r T

c c
 A

 Из первого равенства системы (8) следует 

>
( 1) = 0,pq i i

i p i q
c p q a a


     а из неравенств в системе (8) — = ( ; ).p pqq l c A  Поэтому  

 
>

( ; ) = ( 1) = 0.p pq pq i i
i p i q

c c p q a a


    A  

Применяя (1), получаем  

 
1 =1 >

( ; ) = ( 1) ( ) = 0.

i pq

p

p pq pq i pq i i
i p i i p
a c p

c c p p a c p a a
 


       A  

Очевидно, что при < pqc c  имеет место ( ; )<0.p c A  Из теоремы 1 (пункт а) 
следует, что 




( , ) ( )
( ) = max .pq tr

t r T
c c c

A
A   Используя теорему 7, получаем, что  

  ,p   ,pc cp a c    при котором  
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> ( ; ( ))

( ; ( )) = ( ) ( ( ; ( )) 1) = 0.p p i i
i p i l cp

c c p l c a a


    
A A

A A A A A  

Поэтому  

 
> ( ; ( ))

( ; ( ))( ) = = .
( ( ; ( )) 1) p

i i
i p i l cp

pl c
p

a a
c c

p l c






 

 
A A

A AA
A A

 

Из соотношений 
( , ) ( )

max( ) tr
t r T

c c



A

A  и ( ; ( ))( ) = ppl cc A c  A A  следует утверждение 

теоремы 8. ► 
 Определение 6. Сети без петель (матрицы) из множества ( ; ( ))c A A  назы-

ваются минимаксными. 
Приведенная ниже теорема характеризует минимаксные матрицы [3–5]. 
Теорема 9. Если n

A   и ( ; ( )) = 0,p c A A  где ,pc cp a c    то для 
( ) =( ) ( ; ( ))ijX x cA A A  имеет место  

 
( ),( , ) {( , ) : , 1 , }

=
{( , ) :1 , < }ij

p

c A i j i j i j i j p
x

i j i p p j l
    

     
 

 {( , ) : < , 1 }; 0,( , )pi j p i l j p i j      

 {( , ) : < , < } {( , ) : < , < } {( , ) : = , < }.p p p pi j p i n l j n i j l i n p j l i j i j p i l            

Упростим вычисление минимакса ( ).c A  Обозначим ( ) = {( , ) : 2 }T n i i i n   и 
1 1( ) = {( , ) ( ) : < ; > , = ; > , = }.i i j jT A i j T A i j a a i n a a j n    Покажем, что при нахож-

дении минимакса можно удалить последние два неравенства из системы (8)  и при 
вычислении минимакса ( )c A  рассматривать только пары индексов из 

( ) = ( ) ( ).T T n T A A  Для этого докажем две леммы. 
 Лемма 4. Пусть ,nA   где ( ) , A  1 > 0,a  и  

 =1 >=1 >
1<

( , ) ( )\ ( )

max= = .
( 1) ( 1)

tt
i ii i

i i qi i r
tq

r n
t r T T n

a aa a
c

t r t q




 

  

A

 

Тогда 1) 1tq qc t a   (если <q n ), причем 1 1= = ,tq q tq tqc t a c c   2) .tq qc t a  
 ◄ 1. Пусть < .q n  Для разности 1tq tqc c   имеем  

 =1 > =1 > 1
1 = =

( 1)

t t
i i i i

i i q i i q
tq tq

a a a a
c c

t q tq




 
 



   
 

 
1

=1 > 1 =1 > 1
1

1 1= = .
( 1) ( 1)

t t
i i q i i

i i q i i q
q

a a qa a a
a

t q q t q q


 



    
     

   
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Согласно первому соотношению из системы (8)   

 

=1 > 1
1 = ,

t
i i

i i q
tq

a a
c

tq




 

  

поэтому справедливо 1 1 1
1= ( ).

( 1)tq tq tq qc c c t a
t q   


 

Предположим, что 1< .tq qc t a   Тогда 1 1
1< ( )

1tq tq tq tqc c c c
q  


 и 

1( ) < 0,
1tq tq

qc c
q


 что противоречит условию леммы. 

Пусть 1= .tq qc t a   Тогда 1( ) = 0,
1tq tq

qc c
q


 что справедливо тогда и только 

тогда, когда 1= .tq tqc c   
2. Пусть > 2.q  Предположим > .tq qc t a  Тогда для разности 1tq tqc c   получим  

 =1 > =1 > 1
1 =

( 1) ( 2)

t t
i i i i

i i q i i q
tq tq

a a a a
c c

t q t q




 
 

 

   
=1 >

( 1)
1= =

( 1)( 2)

t
i i q

i i q
a a q a

t q q

   

 

 
 

 

1 1= = ( ) < 0,
2 ( 2)

tq q
q tq

c t a
a c t

q t t q
 


   

что противоречит условию леммы. 

Пусть = 2q . Тогда =1t  (так как ( , ) ( ) \ ( )t r T T n A ). Из (1)  следует 1
=2

n
i

i
a a   

и 1 2
3

.
n

i
i

a a a


   Теперь очевидно 
1

>2
12 2= .

1 (2 1)

i
i

a a
c a




 


 Лемма доказана. ► 

 Замечание 4. Согласно лемме 4, в системе (8)  второй индекс r можно рассматри-
вать только в случае 1>r ra a  (если  ).r n  

 Лемма 5. Пусть ,nA   где ( )  A  и 1 >0.a  Если = ( )pqc c A  и 1= ,p pa a   
то 1 = ( ).p qc c A  

 ◄ Рассмотрим разность 1 ,pq p qc c   где > :q p   

 
1

1
=1 > =1 >

= ( 1) ( 1)( 1) =
p p

pq p q i i i i
i i q i i q

c c a a p q a a p q


           

 

1

=1 > =1 >
( 1) ( 1)

= =
( 1)( 1)

p p

i i i i
i i q i i q

p a p a p a p a

p p q



    

 

   
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1

=1 > =1 >
1

1= = .
( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)

p p

i i p i i
i i q i i q

p

a a pa a a
a

p p q p q p q q





    
        

   
 

Согласно первому соотношению из системы (8)   

 

=1 >= ,
( 1)

p
i i

i i q
pq

a a
c

p q





 

  

тогда 1 1
1= ( ( 1) ).

( 1)( 1)pq p q pq pc c c q a
p q   
 

 

Очевидно, что 1( 1) = .pq p pc q a a    Поэтому 1 1= ( ) 0.pq p q p qc c c c   A  По-
скольку 

( , ) ( )
( ) = max = ,tqtr

t r T
c cc

 A
A  то 1 0.pq p qc c    Следовательно, 1( ) = .p qc c A  

Лемма 4 исключает из системы (8)  последние два неравенства. Следователь-
но, если 

( , ) ( )\ ( )
= max ,tq tr

t r T T n
c c

 A
 то для значения tqc  заведомо имеет место tq qc t a  

и, учитывая замечание к лемме 4, 1>tq qc t a   (если ).q n  Поэтому, из теоремы 8 
и лемм 4 и 5 следует теорема 10 [12]. 

 Теорема 10. Пусть ,nA   где 1 > 0,a  и ( ) . A  Тогда  

 >
( , ) ( )

( ) = max .
( 1)

i i
i t i r

t r T

a a
c

t r








 

A
A  

 Определение 7. Сеть без петель — матрица ( ) =( )ijX xA  — называется 
равномерной, если справедливы два условия [12]: 1) = ,i pa a  = ,j qa a  где i j  и 
p q    = ;ij pqx x  2) ,i pa a  ,j qa a  где i j  и p q    .ij pqx x  

Каждая неотрицательная симметричная матрица =( ),ijX x  1 , ,i j n   где 

= 0,iix  задает вектор ,A  для которого 
=1

= ,
n

i ij
j

a x  и = ( ) ( ).X X A A  Будем гово-

рить, что матрица (сеть без петель) X  задает вектор .A  
 Определение 8. Cеть без петель (минимаксная) называется наследственно 

минимаксной, если каждая ее подсеть без петель и каждая двудольная подсеть, 
порожденные своими узлами, есть минимаксные. 

Из теоремы 10 следует лемма, в которой заключен алгоритм построения 
наследственно минимаксной сети без петель. 

 Лемма 6. Пусть nA   и ( ) =( ) ( ; ( )),ijX x cA A A  причем ( ) = .kqc cA  Тогда 
для пары векторов ( , ) A A  и вектора ,A  где = ( )( 1),i ia a c q  A  1 ,i k   

= ,i ia a  < ,q i n  ( )( ),i ia a c q k  A  < ,k i q  имеет место 
,
,=( , ) ,

k n q
  A A   

q k
A   и ( , ; ( )) ,c  A A A  ( ; ( )) .c A A  
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Алгоритм 2. Построение наследственно минимаксной сети без петель. 
Пусть A  — произвольный вектор из множества .n

  Наследственно мини-
максная сеть строится следующим образом. 

Шаг 1. Применяют теорему 10 для вычисления минимакса  

 >

( , ) ( )
( ) = = .max ( 1)

i i
i t i r

kq
t r T

a a
c c

t r








 

A
A  

Числа ,kqc  ,k  q  задают веса дуг искомой сети (элементы симметричной матри-
цы) ( ),X A  равные ( )c A  и равные 0 (теорема 9). 

 Шаг 2. Применяя лемму 6, вычисляют пару векторов ( , ) A A  и вектор .A  
Для пары векторов ( , ) A A  применяют алгоритм 1, чтобы построить наслед-
ственно минимаксную двудольную сеть, в результате будут найдены веса дуг ijx  
искомой сети ( ),X A  где 1 ,i k   < .q j n  

Далее для вектора A  применяют шаги 1 и 2 алгоритма 2 и т. д. 
Очевидно, что построенная с помощью алгоритма 2 матрица ( )X A  — рав-

номерная. Следующим шагом может быть распространение результатов иссле-
дования на целочисленные сети, а также многоиндексные, нелинейные и беско-
нечномерные обобщения [3, 4], а также широкий класс теоретических и при-
кладных задач [13–20]. 

 Заключение. Классические транспортные задачи и методы их решения ши-
роко известны. Рассмотрены транспортные модели с минимаксным критерием. 
Во многих случаях тарифные коэффициенты неизвестны принимающему реше-
ния, а иногда и не имеют смысла. В этих случаях минимаксная модель приводит 
к эффективному решению. В частности, часто ищется матрица с минимальным 
наибольшим элементом в классе неотрицательных матриц с заданными сумма-
ми элементов строк и столбцов. Минимаксный критерий показывает, что время 
перевозки продукции минимально при условии, что время перевозки пропор-
ционально объему продукции. Для классов сетей с заданным вектором степеней 
узлов с использованием характеристических функций были получены формулы 
для вычисления минимаксных значений, определяющих необходимые и доста-
точные условия, при которых усеченные сетевые и транспортные многогранни-
ки не пустые множества. Для рассматриваемых классов сетей также получен 
алгоритм построения наследственно минимаксной сети. Основное отличие от 
результатов, полученных ранее, заключается в том, что расчет минимакса мож-
но упростить, исключив неравенства из систем линейных соотношений. 
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Abstract Keywords 
In contrast to the classical transportation problem, where 
supply and demand points are known, and it is required to 
minimize the transportation cost, we consider a minimax 
criterion. In particular, a matrix with the minimal largest 
element is sought in the class of nonnegative matrices with 
given sums of row and column elements. In this case, the 
concept of the minimax criterion can be interpreted as 
follows. Suppose that the shipment time from a supply 
point to a demand point is proportional to the amount to 
be shipped. Then, the minimax is the minimal time 
required to transport the total amount. It is a common 
situation that the decision maker does not know the tariff 
coefficients. In other situations, they do not have any 
meaning, and neither do nonlinear tariff objective 
functions. In such cases, the minimax interpretation leads 
to an effective solution. For the classes of undirected 
networks with predefined vector of node degrees (transport 
and network polyhedrons) by using a characteristic 
functions the analytical formulas of calculating the 
minimax values expressed in terms of the vector 
coordinates and a nonnegative parameter are obtained. 

Network optimization, transport 
type problems, minimax, minimax 
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The minimax values determine the necessary and sufficient 
conditions under which the truncated polyhedrons are not 
empty sets. Finally, we obtained an algorithm for 
constructing a hereditarily-minimax network in network 
polyhedrons  
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