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Аннотация Ключевые слова 
Аналитически и численно исследовано взаимодействие 
уединенных волн в двухжидкостной магнитной гидро-
динамике. Рассмотрен наиболее общий случай волн в 
холодной плазме в продольном магнитном поле. Главная 
особенность — использование «точных» уравнений, а не 
того или иного приближенного подхода (модельного 
уравнения). В результате численного исследования ре-
шений системы восьми уравнений в частных производ-
ных показано, что найденные уединенные волны взаи-
модействуют с большой точностью как солитоны, т. е. 
как уединенные волны, являющиеся решениями различ-
ных модельных уравнений. Рассмотренные уединенные 
волны переносят плотные сильно замагниченные плаз-
менные сгустки со скоростями порядка альфвеновской 
скорости. В качестве основной разностной методики 
решения системы уравнений использовано естественное 
обобщение классической двухшаговой схемы Лакса — 
Вендрофа 
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Введение. Исследование уединенных волн — актуальная задача механики 
сплошных сред, имеющая важные применения. Для существования уединенных 
волн необходимо, чтобы тензор внутренних напряжений среды имел достаточ-
но сложную структуру, гарантирующую кроме нелинейности уравнений дина-
мики среды также наличие дисперсии. В плазменных сплошных средах кроме 
нелинейности и дисперсии для существования нелинейных волн требуется не-
локальная зависимость электрического поля от других параметров плазмы, вы-
ражаемая обычно сложной формой обобщенного закона Ома.  

Особый интерес представляют уединенные волны, называемые солитонами, 
которые при взаимодействии с другими такими же уединенными волнами со-
храняют форму, скорость и другие характеристики.  
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Исследование солитонов традиционно основано на следующих модельных 
уравнениях [1−3]: уравнение Кортевега — Де-Фриза; нелинейное уравнение 
Шредингера; синус уравнения Гордона. Для плазменных сред к этим уравнени-
ям следует добавить уравнения Захарова [4], Кадомцева — Петвиашвили [5], 
уравнения нелинейных альфвеновских и магнитозвуковых волн [6] и др.  

В настоящей работе численно исследовано взаимодействие уединенных волн 
специального вида, так называемых волновых пакетов, каждый из которых пред-
ставляет собой нелинейные колебания, промодулированные по амплитуде уеди-
ненной волной. Такие структуры наиболее типичны для плазменных процессов и 
существуют только в замагниченной плазме. Именно продольное магнитное поле, 
заставляя вращаться частицы плазмы в поперечной плоскости, приводит к появ-
лению нелинейных колебаний поперечных компонент скорости, магнитного и 
электрического полей, которые при определенных условиях образуют волновой 
пакет, бегущий вдоль магнитного поля. Эти условия для случая холодной плазмы 
и плоских волн приведены в работе [7]. Принципиальное отличие настоящей ра-
боты от аналогичных исследований заключается в отказе от идеологии модельных 
уравнений. Таким образом, точные уравнения двухжидкостной гидродинамики 
плазмы [8], выражающие фундаментальные законы сохранения массы, энергии, 
импульса электронов и ионов, а также законы электродинамики служат и для 
нахождения уединенных волн, и для исследования их взаимодействия. В этом 
смысле приведенные здесь результаты являются полезными при анализе результа-
тов, полученных другим способом. 

Как показано в работе, волновые пакеты при столкновении друг с другом 
подобны материальным частицам, они сохраняют форму, скорость, амплитуду  
и т. д., при этом процесс столкновения имеет конечную длительность.  

Основные уравнения двухжидкостной магнитной гидродинамики. Двух-
жидкостная гидродинамика плазмы исходит из представления об электронах и 
ионах как о двух взаимно проникающих жидкостях, распределенных во всей 
области течения. В отсутствие диссипации для полностью ионизованной двух-
компонентной и квазинейтральной плазмы уравнения двухжидкостной гидро-
динамики плазмы [8] можно записать в следующей одножидкостной форме [9]:  
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где e i  — суммарная плотность; ( )/i i e e   U v v — массовая гидродина-
мическая скорость плазмы; /( );i im Ze   / ,e em e   Z — кратность заряда ионов; 
 — показатель адиабаты; П, W — тензоры, вычисляемые по формулам 



Взаимодействие уединенных волн в двухжидкостной магнитной гидродинамике… 

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2017. № 1 61 

 

       

2
3 3

3

;

, , ;
8 4

W .

h p c

h p c
i e

p c
e i e i i e i e

Hp

p p

    

            
  

            

HH jjUU

Uj jU

  (4)  

Здесь 3  — единичный трехмерный тензор. Кроме того, для простоты предпо-
ложено, что электроны и ионы — идеальные политропные газы с общим пока-
зателем адиабаты. Система (1)−(4) замыкается уравнениями электродинамики 
Максвелла для квазистационарного электромагнитного поля 
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Таким образом, система (1)−(5) — это замкнутая система уравнений относи-
тельно величин , ,ip , , , .ep U H E   По ее решению гидродинамические парамет-
ры электронов и ионов восстанавливаются по простым формулам 
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Уравнения (1)−(3) математически эквивалентны законам сохранения массы, 
энергии, импульса для электронов и ионов [9]. Система (1)−(5) позволяет рассмат-
ривать плазму как сплошную среду, термодинамическое состояние которой задает-
ся тремя параметрами (ρ, ,ip  ep ). Согласно (3), (4), имеется два принципиальных 
отличия от теории магнитной гидродинамики (МГД) [10]. Во-первых, тензор плот-
ности потока импульса   содержит дополнительное слагаемое c  (его можно 
назвать «токовым») — в классической МГД МГД .h p    Во-вторых, карди-
нально изменился обобщенный закон Ома (3), где появилась добавка rot rot .E   
В результате, в двухжидкостной МГД поле E  нелокально зависит от остальных 
параметров плазмы, в частности, для его нахождения необходимо решать краевую 
задачу для системы (вырожденных) эллиптических уравнений (3). Наконец, тензор 
W  в обобщенном законе Ома (3), состоящий из так называемых холловских чле-
нов, также отличается от классического и холловского случаев дополнительными 
слагаемыми (в классической МГД [10] W 0,  в холловской МГД [11] W   

3( )).p
i ep      Уравнения классической МГД формально получаются из систе-

мы (1)−(5), если в ней удалить все слагаемые, содержащие плотность ρ в знаменате-
ле, а уравнения холловской МГД — если в системе (1)−(5) формально принять 

0.e   
Уравнения динамики холодной плазмы получают из системы (1)−(5) при 

0.i ep p   Тогда уравнения (2) выполнены тождественно и упрощаются выраже-
ния для тензоров h  и W :  

      , W .h p c
e i e i          UU Uj jU  (7) 
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Уравнения бегущих волн в холодной плазме. Рассмотрим решения уравнений 
(1)−(5) в случае холодной плазмы, зависящие от параметров ,t  r  в комбинации 

,at  rk  где k — единичный вектор; a  — константа. Такие решения обычно 
называются плоскими бегущими волнами, a  — фазовой скоростью волны, k — 
направлением распространения волны. Интересно взаимодействие уединенных 
бегущих волн, все параметры которых имеют конечные и равные предельные зна-
чения при .   Параметры произвольной бегущей волны ( ),U  ( ),   ( ),H  

( )E  при фиксированных параметрах k  и a  находят подстановкой в систему 
(1)−(5), где принято 0.i ep p   После несложных преобразований получают сле-
дующие уравнения для поперечного магнитного поля ( ) H  и продольной скоро-
сти ( ) ( )u U a     в системе отсчета движущейся волны: 
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Здесь точка над буквой означает дифференцирование по ,  каждый вектор раскла-
дывается вдоль ( )  и поперек ( )  направления распространения волны ;k  0,J   

0,D   q k  —  произвольные константы интегрирования. Кроме того, в бегущей 
волне всегда ( ) const.H    Остальные параметры волны выражаются через вели-
чины ( ),u   ( ) H  по формулам: 
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где 0 q k  — еще одна константа интегрирования. Из 0,j   в частности, следует, 
что в бегущей волне электроны и ионы вдоль направления волны k  двигаются с 
общей гидродинамической скоростью ( ),U   которая, как и поперечное электриче-
ское поле ( ), E  зависит от фазовой скорости .a  Система (8), очевидно, сводится к 
автономному дифференциальному уравнению второго порядка относительно 

( ). H  В частном случае в двухжидкостной форме система (8) получена в работе 
[12], в общем случае — в работе [7]. 

Столкновения уединенных волн, являющихся решениями системы (8) для 
0H   вида 0( ) ( ) ,H   H e  где 0 e k  — произвольный единичный вектор, 

0 ,qq e  в которых вектор магнитного поля H  изменяется только по величине, 
сохраняя при этом фиксированное направление в поперечной плоскости, ис-
следованы в работе [13]. 

В настоящей работе изучены уединенные волны другого вида, в которых 
вектор ,H  напротив, вращается в поперечной плоскости вокруг начала коор-
динат, тем самым все время изменяя свое направление. Эти уединенные волны 
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относятся к волновым пакетам и являются частными решениями системы (8) 
для 0.q  Численное исследование их столкновений представлено ниже. Слу-
чай 0q  соответствует инвариантности системы (8) относительно вращений в 
поперечной плоскости. 

Решение уравнений бегущих волн (8) в случае q 0. Система (8) в случае 
0q  полностью интегрируется. Оказывается, что удачной заменой независи-

мой переменной ее можно свести к динамической системе, описывающей дви-
жение материальной точки в поперечной плоскости в специальном поле сил и 
тогда полная интегрируемость системы (8) следует из общих теорем классиче-
ской механики. Однако рассмотрим более простой путь. Перепишем систему (8) 
для 0q  в безразмерном виде  
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где , ,b   — безразмерные параметры, равные 
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Здесь 0 0 0 0, , ,L H V   — характерные масштабы длины, напряженности магнит-
ного поля, скорости и плотности, при этом выбор параметров 0 0 0, ,H V   увязан 

с константами бегущей волны J  и D − 0 4 ,H D   2
0 4 / ,J D   0 /(2 ).V D J  То-

гда, как нетрудно проверить, 0 0 04 .V H   Параметр 0/( )pc L    равен 
отношению скиновой длины / pc   к характерному линейному масштабу, где 

p  — плазменная частота. Таким образом, решение системы (10) находится в 
фиксированной области 2H   и зависит от параметров , .b  

Для решения системы (10) примем (0, , )y zH H H  и перейдем в попереч-
ной плоскости к полярным координатам cos , sin .y zH H H H     Итак, вме-
сто функций ( ), ( ),y zH H   удовлетворяющих системе (10), будем искать функ-
ции ( ), ( ),H     удовлетворяющие системе дифференциальных уравнений, ко-
торая получится при подстановке величин ( ), ( )H     в систему (10). Далее 
производные по   также обозначены точкой над функцией. В результате полу-
чают систему уравнений  

 
cos sin 0;

cos sin 0,
A B

B A
  

   
  (11) 

где  

 
 

 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

( ) 2 ( ) ;
2

2 2 .

uA u H H uH H buH b H

B u H H uH H buH

          
 

      

  

    
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Соотношения (11), очевидно, равносильны равенствам 0, 0,A B   которые и 
образуют искомую систему для нахождения функций ( ), ( ).H     Условие 0B 
может быть проинтегрировано. Тогда запишем 

 
2

2
2 , const.

2
d bH
d u H
 
  

 
  (12) 

Подставляя (12) в равенство 0,A   получаем уравнение для нахождения функции 
( ) :H   

 
2 2

2 2 2 2 2 2
32 ( ) 1 0,

2
Hu H uH H b H

H
          

 
    (13) 

где 
2

21 ; 2 .
4

u H
   

  
Уравнение (13) легко интегрируется. Умножая (13) на ,H  определяем

  
 

2
2( ) ( ) 0.

2
d duH H
d d

       
  

Здесь ( )H  — потенциальная функция,  

 
2 2 4 2

2 2 2 2 2
3 2

1( ) 1 (1 ) .
2 8 2 2

H HH b H dH b H
H H
              

  


  
(14) 

Откуда  

 
2(2 )( ) ,

2( ( ))
H dHH

E H


  


   (15) 

где E — произвольная константа. Теперь из (12) с учетом (15) находим функ-
цию  

 
2 2

2 2

2 2( ) .
2 2 2( ( ))

bH bHH d dH
u H H E H

 
    

 
    (16) 

Причем знаки в (15) и (16) соответствуют друг другу. Формулы (15), (16) поз-
воляют определить функции ( ), ( ),H H   а также ( ), ( ).H     Согласно приведен-
ным формулам, решение расположено в «потенциальных ямах» ( ) ,H E   лежа-
щих в области 2,H   и на всей прямой       «склеивается» из «дуг»,  
задаваемых формулами (15), (16). Несложно показать, что за исключением вырож-
денных случаев эти «дуги» выражаются через эллиптические интегралы. Анализ 
возникающих при этом случаев зависит от вида потенциальной функции ( )H  и 
приведен в работе [7]. Здесь интересны только решения типа уединенной волны, 
которые относятся к вырожденным случаям и возникают только тогда, когда пря-
мая constE   касается одного (и только одного) края потенциальной ямы 

( ) .H E   Такая ситуация возникает только при 0   и 2 2 1.b   Тогда потенци-
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альная функция ( )H  имеет вид, представленный на рис. 1. Для существования 

уединенной волны требуется, чтобы 0E   и 2mH  , где 2 22 1mH b  . Та-
ким образом, приходим к следующим необходимым и достаточным условиям су-
ществования уединенной волны:  

 
2

2 2 2

10, 0, 0 ;
2

1 , 2 .m

E

b H

     

    
  (17) 

Рис. 1. Потенциальная функция ( )H  2 2( 0,7)b   (14) 

Формулы (15), (16) задают две полуограниченные дуги, аналитические вы-
ражения которых получают вычислением интегралов (0 )mH H    

   

2 2 2
2 2

2 2

2 2

2 2

(2 ) 1( ) 2 ln const;
2 ( )

( ) ln const,
2 22 ( )

m m
m

m m m

m m

m m m

H H H HH dH H H
HH H H H

b dH b H H HH
HH H H H

   
             

   
    

   









  (18) 

где константы определяются координатой горба mH H  уединенной волны и 
фазой вектора H  в горбе в начальный момент времени. По умолчанию, эти 
величины полагают нулевыми и тогда постоянные в (18) также равны нулю. 

Рассмотрим граничную задачу о возбуждении уединенной волны в покоя-
щейся плазме с плотностью   и с напряженностью магнитного поля ,H H    
бегущей вдоль магнитного поля. Для характерных масштабов имеем 

 

2 2
0

2
0 0

, , , ;
2 2

4 4 , 4 4 .

aDu a J u a D u a V
J

J H D a
D

      

 

            

       
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Откуда 
0

,AH Vb
H a

   где .
4

A
HV





  Тогда из условий (17) получаем ограни-

чение на фазовую скорость :a   

 2 .A AV a V     (19) 

Уединенную волну с фазовой скоростью Aa V   будем называть медлен-

ной, а с фазовой скоростью 2 Aa V   — быстрой. Для любого значения 
скорости ,a  удовлетворяющего (19), найдется единственная уединенная волна, 
подчиненная указанным выше граничным условиям на бесконечности. Для 
этой волны функции ( )H   и  ( )    вычисляют по формулам (18). Относитель-
ная амплитуда уединенной волны равна 

 
22

0 2 2( ) 2 1 2 .m A
m

A A

H H a V aA a
H V a V

         
   

  (20) 

Очевидно, амплитуда ( )mA a  монотонно возрастает по ,a  для медленных 
волн ( ) 0,mA a   для быстрых — 2( ) 2 .mA a    Для электрон-ионной плазмы эта 
величина приблизительно равна ,  что составляет несколько десятков единиц. 
Например, для водородной плазмы максимальное значение амплитуды прибли-
зительно составляет 42. Таким образом, быстрые уединенные волны обладают 
большими амплитудами, и поперечное магнитное поле в горбе уединенной вол-
ны в несколько десятков раз превышает фоновое магнитное поле H  в невоз-
мущенной плазме. 

Важнейшей характеристикой волновых пакетов ( ), ( )y zH H   является их ши-
рина, совпадающая с шириной уединенной волны ( ).H   Функция ( )H   — четная 
по   и имеет единственную точку перегиба 0 0.   Проведем в точках перегиба 

0  касательные к графику функции ( )H  до их пересечения с осью .  Под шири-
ной уединенной волны ( )H   и волновых пакетов ( ), ( )y zH H   будем понимать 
длину отрезка, отсекаемого от оси   указанными касательными:  

 0
0 0 0 0 0 02 2( ( )), ( ).

( )
H H H H H

H
            


   (21) 

Точки перегиба определяют из уравнения ( ) 0.H    Проще решить равносиль-
ное уравнение ( ) 0H   и убедится, что оно имеет, с точностью до знака, един-

ственное решение 
2

2
0 2

2 .
1

H 



 Теперь из (18) с учетом (13) для напряженности 

mH  находят величину 0  и получают следующее выражение для ширины (21):  

 
2

2
2

2 2 1 2ln 2 2(1 ) , .
12

s s s
s

    
       

  (22) 
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Учитывая выражение 
2

2 21 ,AV
a

     
 

 из выражения (22) следует явная зави-

симость ширины от фазовой скорости волны. Нетрудно проверить, что ( )a  моно-
тонно убывает по a  от +  для медленных волн и до 0  для быстрых волн. 

Методика численного моделирования. Выше было установлено, что в по-
коящейся однородной плазме плотностью   в однородном магнитном поле с 
напряженностью ,H  вдоль этого поля могут распространяться уединенные 
волны (18) типа волновых пакетов с фазовой скоростью ,a  амплитудой ( )mA a   
и шириной ( ).a  Волны с большей амплитудой более узкие и перемещаются 
быстрее более широких волн с меньшей амплитудой. В этих волнах продольное 
магнитное поле постоянно и равно ||,H   а поперечное магнитное поле вращает-
ся в поперечной плоскости вокруг начала координат с переменной скоростью 
(12), при этом на   поперечное поле равно нулю. Тогда из формул (9) следует 
что, что и ( ) 0.  E  

Рассмотрим три задачи о взаимодействии рассмотренных выше волн. Инте-
ресует, что происходит  

1) при движении двух волн одинаковой амплитуды навстречу друг другу; 
2) при движении двух волн разной амплитуды навстречу друг другу; 
3) при набегании волны с большой амплитудой на волну с меньшой ампли-

тудой, когда волны движутся в одном направлении. 
Принципиально важно, что взаимодействие уединенных волн определяется 

не модельными уравнениями (типа Кортевега — Де-Фриза и др.), а полной си-
стемой уравнений гидродинамики двухжидкостной плазмы, выражающей фун-
даментальные законы сохранения массы, импульса, энергии, и законами элек-
тродинамики. Для математического исследования взаимодействия волн соот-
ветствующая система уравнений в частных производных решается численно.  

Направим ось х вдоль направления распространения волны k и введем ком-
плексные обозначения для поперечных компонент векторов U, H, E: 

  , , .y z y z y zU U iU H H iH E E iE        

Тогда в одномерной   / / 0y x       геометрии и в приближении холодной 

плазмы  ( 0)e ip p   уравнения (1)−(5) примут вид 

 
2

2

0;

0;
8

0;
4

x

x
x

x

U
t x

U H
U

t x

HU U U H
t x

 
 

 
  

        
         



  (23) 
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 2 2

2

1 0;

.
4 4 4

e i x i e e i
x

EH i
c t x

H HHc E U cE i H i H H U
x c c x x x


 

 
                       




  (23)  

Система (23) решается на прямой x    для 0t   с начальными усло-
виями при 0,t   которые уточняются ниже, и с граничными условиями на бес-
конечности 

 ( ) , ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0.xU U H E             (24) 

Для численного решения задачи (23), (24) перепишем ее в безразмерной 
форме, полагая, что характерные масштабы величин удовлетворяют соотноше-
ниям 0 0 0 / ,E V H c 0 0 04 ,V H  0 0 0 0/ ,t L V     и используя компакт-
ную векторную запись  

 

2

2

( , )
0;

0;

( ) ( , )

H
t x

H Ei
t x

EE g D H
x

 
 

 
 

 
 


 



u f u

u u

  (25) 

с граничными условиями  

 1 2 3( ) 1, ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0.u u u H E            (26) 

Здесь 

 

1 2 3
1 22

2 32 2
2

1 1

2
22

3 2
1 1 1

( , , ) ( , , );

( , ) , , , , ;
2 2

( ) , ( , ) .

x

x x x

u u u U U

H Hu u uH u H H U U U U H H
u u

Hi u Hg D H H u Hu i H
u u x x u x

    

   
              
   

                 

u

f u

u u

 

 

 

В записи (25) система (23) распадается на «гидродинамическую» часть, записан-
ную в дивергентном виде, и «электродинамическую» часть, состоящую из закона 
Ома и закона Фарадея. Рассмотрим численный метод решения системы (25), осно-
ванный на двухшаговой схеме Лакса — Вендрофа [14] для гидродинамических 
уравнений. Выберем равномерную разностную сетку на прямой ,kx kh   

,k    где k  —  целое; 0h   — шаг сетки. Переход от разностной аппрок-
симации неизвестных функций на сетке с временного слоя  0t t  
 0 0 0 0 0

,, , , ,k x k k k kU U H E  на слой 0t t    1 1 1 0 1
,, , , ,k x k k k kU U H E  проходит в два 

этапа. 
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Этап 1. Вычисляем вспомогательные сеточные функции 
   1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

,, , , , ,k x k k k kU U H E   

которые можно интерпретировать как приближенные значения неизвестных 
функций в «дробных» узлах 1/2 ( 1/2)kx k h    в момент времени 0 /2:t    
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Простейшая аппроксимация дифференциального оператора 1/2 1/2( , ):D Hu   
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Этап 2. Вычисляем искомые сеточные функции на новом слое, зная вспомо-
гательные функции, определенные на этапе 1: 
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Естественная аппроксимация для оператора 1 1( , ) :kD Hu   
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При этом    
2
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Реальный расчет проводят на конечной сетке в области [0, L] в целочисленных 
узлах , / , 0 ,kx kh h L N k N     с учетом граничных условий (26). На этапе 1 
вспомогательные величины 1/2 1/2 1/2, ,H Eu  вычисляют во внутренних дробных 
узлах. На этапе 2 расчет величин 1 1, Hu  выполняют во всех целых узлах, а расчет 
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величины 1E  — во всех внутренних целых узлах. Недостающие (при расчете 1/2E  
на этапе 1 и 1 1, Hu  на этапе 2 значения полагают константами в соответствии с 
граничными условиями (26). Сеточные функции 1/2 1,E E  находят прогонкой с ну-
левыми, согласно (26), условиями на границе. Наконец, шаг по времени   выби-
рают из условия Куранта 

  0 0
, ,

,
max A k x k

hq
V U

 
 

 

где   — малая величина; 0 1q   — коэффициент запаса; 0 0 0
, 4 .A k k kV H   

Результаты расчетов. Рассмотрим безразмерную запись полученных выше 
решений, используя те же единицы измерения, что и для системы (25): 
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 (27) 

Причем 2 20 4 4 , 2 ,mH H a a         где a  — безразмерная фазо-

вая скорость (скорость в единицах 4 ).AV H     Функцию ( ) ( )aH H    
получают обращением ( )H  в (27).   

Рассмотрим результаты расчетов для электрон-позитронной плазмы, когда 
0,   ( ) const.H   Полагая эту постоянную равной нулю, получаем ( ),y aH H   

0,zH   0, ,y z yE E aH    а остальные параметры волны определяем по форму-
лам (27). Таким образом, в случае электронно-позитронной плазмы волновой пакет 
вырождается в линейно поляризованную уединенную волну. Далее предположим 

1, 1.H      
Задача о взаимодействии волн при движении двух волн одинаковой ам-

плитуды навстречу друг другу. Рассмотрим эволюцию двух волн равной ам-
плитуды 0, 9,mA    двигающихся навстречу друг другу с фазовой скоростью 

1,1.a   Для этого систему (25), (26) решают численно с начальным условием для 
магнитного поля  
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на отрезке [0,100] . Начальные условия для других параметров плазмы вычис-
ляют по (0, )H x  и формулам (27). Расчетные профили ( , )H t x  для различных 
моментов времени приведены на рис. 2. Сначала волны двигаются навстречу 
друг другу, не меняя формы (рис. 2, а). Затем (рис. 2, б) начинается слияние двух 
волн в одну (рис. 2, в), в результате чего возникает единая волна, с амплитудой, 
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меньшей, чем суммарная амплитуда волн до слияния. Далее образовавшееся воз-
мущение распадается и рождает две волны (рис. 2, г), расходящиеся в противопо-
ложные стороны с теми же скоростями и амплитудами, что и до слияния (рис. 2, д).  
Как показал расчет, в хвосте каждой расходящейся волны все же возникают коле-
бания малой амплитуды, заполняющие пространство между волнами. Эти колеба-
ния, по-видимому, можно интерпретировать как излучение, возникающее после 
столкновения волн. Однако этот вопрос требует дальнейшего изучения. 

Рис. 2. Профили распределений ( , )H t x  по x  в различные моменты времени 
(представлены пять моментов времени (а−д), показывающих эволюцию системы  

из двух уединенных волн одинаковой амплитуды, двигающихся навстречу друг другу)   

Задача о взаимодействии волн при движении двух волн разной амплиту-
ды навстречу друг другу. Пусть навстречу друг другу двигаются уединенные 
волны с разными амплитудами и фазовыми скоростями: слева направо движет-
ся волна с амплитудой 0,9mA   и фазовой скоростью 1,1,a  справа налево  
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волна с амплитудой 0,7mA   и скоростью  1, 05.a    Для этого случая начальное 
магнитное поле равно  
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H x H x x
H x H x x
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Расчетные профили ( , )H t x  приведены на рис. 3. Основные закономерно-
сти взаимодействия волн такие же, как и в предыдущем (симметричном) случае 
равных амплитуд.  Амплитуда возмущения после слияния волн по-прежнему 
меньше суммарной амплитуды волн до слияния. Форма, фазовые скорости и 
амплитуды волн после взаимодействия совпадают с теми, которые были до вза-
имодействия. 

Рис. 3. Профили распределений ( , )H t x  по  x  в различные моменты времени  
(представлены пять моментов времени (а−д), показывающих эволюцию двух  

уединенных волн разной амплитуды, двигающихся навстречу друг другу) 
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Задача о взаимодействии при набегании волны с большой амплитудой на 
волну с меньшой амплитудой, когда волны движутся в одном направлении. 
Рассмотрим случай, когда волна с большей амплитудой 1,3mA  и большей фа-
зовой скоростью 1, 2a   догоняет волну с меньшей амплитудой  0,7mA   и 
меньшей фазовой скоростью 1, 05.a  При этом начальное условие имеет вид 
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Решение находят на отрезке [0, 700]  и (0, ) 0H x   для 140 700.x    Рас-
четные профили ( , )H t x  в различные моменты времени приведены на рис. 4.  

Рис. 4. Профили распределений ( , )H t x  по  х  в различные моменты времени 
(представлены пять моментов времени (а−д), показывающих эволюцию системы  

из двух уединенных волн различной амплитуды, двигающихся в одном направлении)   
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Волна с большей амплитудой догоняет волну с меньшей амплитудой и, взаимодей-
ствуя с ней, порождает некоторое возмущение, которое затем распадается на две 
волны с такими же параметрами, что и до взаимодействия. Однако теперь волна с 
большей амплитудой располагается правее волны с меньшей амплитудой и убегает 
от нее.  

Выше были показаны профили только для магнитного поля. Аналогичные 
распределения по x имеют место и для остальных параметров плазмы. 

   Заключение. Общий качественный вывод проведенного исследования за-
ключается в том, что рассмотренные уединенные волны в плазме в рамках 
двухжидкостной МГД ведут себя подобно настоящим солитонам, т. е. взаимо-
действуют друг с другом, сохраняя после взаимодействия свои характеристики.  

Подобные эффекты характерны, прежде всего, для решений модельных 
уравнений (уравнения Кортевега — Де-Фриза, нелинейного уравнения Шредин-
гера и т. д.) и обычно объясняются интегрируемостью и наличием бесконечного 
числа первых интегралов уравнений [2] и последующим применением разнооб-
разной математической техники (метод обратной задачи рассеяния, преобразо-
вания Бэклунда, уравнения Лакса, цепочки Тода и пр. [2, 3]).   

Некоторые из этих особенностей (неупругие эффекты, образование одиноч-
ного пика для встречных волн) обнаружены численно на основе полной системы 
уравнений гидродинамики двухжидкостной холодной плазмы, т. е. законов со-
хранения массы, импульса и уравнений Максвелла.  Отметим также, что некото-
рые математические свойства (свойство Пенлеве) уравнений бегущих волн (8) 
рассмотрены в работе [15].  

Настоящая работа проведена как естественное продолжение работ по по-
строению новых моделей плазмы для исследования процессов в плазменных 
ускорителях и новых типах магнитных ловушек.  
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Abstract Keywords 
The article examines analytically and numerically the inter-
actions of solitary waves in two-fluid magnetohydrodyna-
mics (MHD). We consider the most general case of waves in 
a cold plasma in a longitudinal magnetic field. The main 
feature of this work is the use of "exact" equations, rather 
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than an approximate approach (the model equations).  We 
have numerically studied the solutions of a system of  
8 partial differential equations. Findings of the research show 
that the solitary waves interact with great precision as the 
solitons, i. e. solitary waves being the solutions to various 
model equations. The considered solitary waves transfer 
dense, strongly magnetized plasmoids with velocities of the 
Alfven velocity order. As the main difference method for 
solving the system of equations we used the natural generali-
zation of the classical two-step Lax — Wendroff difference 
scheme for hyperbolic equation 
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