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Аннотация Ключевые слова 
Предложен метод расчета нестационарных течений 
проводящих бингамовских жидкостей в МГД-канале. 
Метод основан на возможности раздельного описания 
течений в вязкой и пластической зонах. Течение такой 
жидкости рассмотрено в плоском МГД-канале в попе-
речном однородном магнитном поле. Получено точное 
уравнение, описывающее зависимость положения 
границы зоны пластического течения от времени при 
скачкообразном изменении внешнего магнитного 
поля. Для некоторых значений параметров выполнено 
численное интегрирование уравнения. Результаты 
представлены в виде графиков 
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В настоящее время все большее внимание уделяется изучению течения жидких 
сред, описываемых реологическим законом, более сложным по сравнению с за-
коном, описывающим обычную «классическую» вязкую жидкость [1–3]. Для 
применения новых магнитореологических жидкостей при создании различных 
устройств важно знать влияние магнитного поля на характер движения таких 
жидкостей. Например, учет магнитных свойств жидкости при ее движении не-
обходим при проектировании и расчете бетонных отделочных машин с магнит-
ным активатором, магнитных амортизаторов, магнитореологических дросселей 
и т. д. [4, 5]. 

В настоящей работе при изучении движения жидкости за основу теоретиче-
ских построений и расчетов принята реологическая модель, в одномерном слу-
чае описываемая законом 

 
0 sign ,du du

dz dz
τ = τ +η  (1) 

где τ  — касательное напряжение сдвига; 0τ  — его предельное значение (каса-

тельное напряжение сдвига «в покое»); du
dz

 — проекция градиента скорости на 
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направление, перпендикулярное движению жидкости; η  — коэффициент ди-
намической вязкости. Жидкости, описываемые законом (1), называются бинга-
мовскими, или вязкопластическими. Эта модель успешно применяется как в 
классической, так и в магнитной гидродинамике [6–8]. При течении таких  
жидкостей в каналах возможно образование двух зон течения: 1) зоны вязкого 
течения, когда 0 ;τ > τ  2) зоны пластического течения, когда 0 .τ < τ  

Общая картина течения получается из решений уравнений движения  
жидкости в указанных зонах с учетом соответствующих условий на границе 
раздела зон [6], что позволяет рассматривать движение в каждой зоне отдельно. 

Далее рассмотрена задача о влиянии скачкообразного изменения внешнего 
магнитного поля на ширину зоны пластического течения в бесконечном плос-
ком канале. Необходимость решения подобной задачи связана с тем, что при 
резком возрастании магнитного поля зона пластического течения может запол-
нить большую часть канала (или весь канал), создав тем самым пробку. 

Постановка задачи о движении магнитопроводящей жидкости в плоском 
канале аналогична постановке известной задачи Гартмана [9]. 

Схема течения жидкости приведена 
на рис. 1, где направление течения совпа-
дает с осью ,X  координата z  отсчитыва-
ется от середины канала шириной 2 .d  
Граница, положение которой задается 
функцией ( ),z t  разделяет зону вязкого 
течения и зону пластического течения. 
Вектор индукции внешнего магнитного 
поля B направлен вдоль оси .Z  

Нестационарное уравнение движе-
ния, записанное ранее для зоны пласти-
ческого течения [8], в таком случае имеет 
вид 

                         0 2 .du P B u
dt z

τρ = − −σ   (2) 

Здесь ( )z z t=  — уравнение границы раздела зон; ρ  — плотность жидкости, 
предполагаемая постоянной; ( )u u t=  — скорость жидкости в канале; P — по-
стоянный градиент давления; σ  — проводимость жидкости. 

Приняв в качестве характерных параметров безразмерные комбинации ранее 

рассмотренных физических величин ,zz
d

=  2 ,V u
Pd
η=  2 ,t t

d
η=
ρ

  0S
Pd
τ=  (пара-

метр Сен-Венана), H Bd σ=
η

 (критерий Гартмана), запишем уравнение (2)  

в безразмерной форме: 

Рис. 1. Схема течения магнитопрово-
дящей жидкости в плоском канале при  
   наличии поперечного магнитного поля 
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 21 .dV S H V
dt z

= − − 
 (3) 

Уравнение (3) содержит две неизвестные функции ( )V t  и ( ),z t  которые не 
являются полностью независимыми [8]. В качестве зависимости, связывающей 
функции ( )z t  и ( ),V t  возьмем выражение для скорости движения зоны пла-
стического течения, приведенное в работе [9]: 

 2
1 11 .

ch ( (1 ))
V

H H z
 = − − 

 (4) 

Подставляя (4) в (3), получаем уравнение 

 ch ( (1 )) 1 ,
th ( (1 ))

dz H S H z
dt H z z

 = − − −  

   
 (5) 

определяющее зависимость положения границы зоны пластического течения 
( )z t  от времени при заданном начальном условии (начальном положении гра-

ницы) 0(0) .z z=   С помощью уравнения (5) можно исследовать процесс измене-
ния границы зоны пластического течения ( )z t  в результате воздействия скач-
кообразно (внезапно) изменившегося магнитного поля, при котором параметр 
Гартмана скачкообразно увеличивается от Н0  до Н. 

Исходное положение границы зоны пластического течения 0(0)z z=   в 
началь-ный момент времени, соответствующее предшествующему стационарному 
состоянию при Н = Н0, можно найти из (2), если приравнять нулю правую часть — 
сумму действующих сил — и перейти к указанным выше безразмерным парамет-
рам.  
В результате получим уравнение 

 ( )( )0 0 0ch 1 ,z S H z= −   

решение которого находилось графическим способом. Например, при Н0 = 0,4 и 
S = 0,2  0 0, 54.z =  

Для определения характера зависимости ( )z t  было выполнено численное  
решение уравнения (5) методом Рунге — Кутты четвертого порядка и методом 
«прогноз–коррекция» (прогноз по Адамсу — Башфорту, коррекция по Адамсу — 
Мултону, значение первых шести точек вычисляются методом Рунге — Кутты чет-
вертого порядка) [10] при начальном условии 0(0) .z z=   При этом шаг интегриро-
вания одношаговых методов ,tΔ   зависящий от значений правой части, выбран из 

условия 0

0

(0, ) 1 %f y t
y

Δ <


 и принят равным 0,001. 

Результаты расчетов зависимости ( )z t  для некоторых значений параметров 
S  и H  представлены на рис. 2 в виде графиков, по которым можно судить о 
характере изменения границы зон с течением времени. 



  В.И. Вишняков, С.М. Вишнякова, П.В. Дружинин 

20  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2017. № 3 

 

 
 
 
Рис. 2. Графики функции ( )z t  при на-
чальном условии H0 = 0,2 и различных  
            значениях параметров H и S: 

1 — 0z  = 0,5, H = 5, S = 0,5; 2 — 0z  = 0,5,  
H = 2, S = 0,5; 3 — 0z  = 0,2, H = 5, S = 0,2 

 

Заключение. Возможность независимого рассмотрения течения бингамов-
ских жидкостей в вязкой и пластической зонах в плоском МГД-канале позволи-
ла определить положение границы между зонами при скачкообразно изменив-
шемся внешнем магнитном поле. Получено точное уравнение, определяющее 
зависимость ширины зоны пластического течения от времени при различных 
значениях индукции внешнего магнитного поля. Для выявления характера ис-
комой зависимости было выполнено численное интегрирование уравнения для 
некоторых значений параметров. Результаты представлены в виде графиков. 
Исследования показывают, что при внезапном возрастании магнитного поля 
происходит резкое увеличение ширины зоны пластического течения за доста-
точно короткий промежуток времени, но переходный процесс к новому стаци-
онарному состоянию завершается за бесконечное время. Аналогичные процес-
сы наблюдаются при скачкообразном изменении градиента давления при отсут-
ствии магнитного поля (см. работы [6–8]). Предложенный метод может быть 
применен для определения положения границы зоны пластического течения в 
случае скачкообразного уменьшения индукции внешнего магнитного поля. 
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THE EFFECT OF AN ABRUPT CHANGE IN THE MAGNETIC FIELD  
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Abstract Keywords 
The study suggests a method for calculating the unsteady 
flow of conducting Bingham fluid in a MHD channel. The 
method is based on the possibility for separate descriptions 
of the flows in the viscous and plastic zones. The indepen-

Rheology, conducting Bingham  
fluid, flat channel, magnetic field 

 
 



 В.И. Вишняков, С.М. Вишнякова, П.В. Дружинин 

22  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2017. № 3 

dent consideration of flows in viscous and plastic zones in 
a flat MHD channel enables studying the behavior of the 
boundary between the zones when an external magnetic 
field is abruptly changed. We obtained the exact equation 
that determines the dependence of the zone width of plas-
tic flow on the time and on magnetic field. Moreover, we 
performed a numerical integration of the equation for 
some values of parameters to identify the nature of the 
searched dependence and gave the results in graphs. Theo-
retical analysis and numerical calculations show that the 
sudden magnetic field increase causes a sharp increase in 
the zone width of plastic flow in a short time period, but 
the transition to the new steady state is complete in infinite 
time. The proposed method allows determining the posi-
tion of the boundary of the plastic flow zone as a function 
of time in the case of an abrupt decrease in the external 
magnetic field induction 
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