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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрена задача устойчивости прямолинейного 
стержня, закрепленного на одном конце и сжимаемого 
на другом конце центральной осевой нагрузкой, при 
наличии дополнительной опоры. Для трех видов за-
крепления конца стержня (шарнирное, жесткое и сколь-
зящее, в перпендикулярном к оси стержня направлении) 
решена задача устойчивости стержня под воздействием 
как консервативной сжимающей силы, так и следящей 
силы. Предположено, что в некоторой точке стержня 
есть точечная опора, которая может быть как шарнир-
ного типа, так и типа скользящей, в направлении оси 
стержня, заделки. Получены зависимости критической 
сжимающей нагрузки от места расположения дополни-
тельной опоры и найдены точки приложения опоры, 
когда критическая нагрузка принимает максимальные 
значения 
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Введение. Задача устойчивости центрально сжатого упругого стержня была 
сформулирована и решена еще в XVIII в. Л. Эйлером. В последние десятилетия 
интерес к этой задаче усилился ввиду широкой ее распространенности [1]. Из 
множества работ, в той или иной мере связанных с устойчивостью тонкого 
стержня, отметим, в частности, работы в области биомеханики [2, 3], в микро-
электронике [4, 5] и в инженерии [6–8]. 

Задачи оптимизации устойчивости сжатого упругого стержня по критерию 
минимального веса исследованы достаточно полно [9]. Задачи оптимизации на 
основе определения места расположения опоры рассмотрены в работах [10, 11]. 
Решение задачи устойчивости закрепленного по концам двухкомпонентного 
составного стержня под действием осевой сосредоточенной силы, приложенной 
в точке раздела материалов, а также зависимость критической силы от отноше-
ния изгибных жесткостей составных частей стержня даны в работе [12]. 

В настоящей работе проведено исследование характера изменения критиче-
ской нагрузки в зависимости от места расположения и типа опоры. Установле-
но, что в случае опоры шарнирного типа значение критической силы по мере 
удаления опоры от закрепленного конца монотонно возрастает, в то время как в 
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случае опоры типа скользящей заделки это значение имеет максимум. Найдены 
точки приложения дополнительной опоры, когда значение критической силы 
достигает максимума, который существенно превосходит соответствующее зна-
чение в первом случае. 

Постановка задачи. Пусть стержень постоянного поперечного сечения, за-
крепленный на одном конце, сжимается центральной силой .P  Предположим 
возможность установки точечной опоры, ограничивающей поперечное смеще-
ние стержня в этой точке, которая может быть шарнирного типа (опора а) или 
типа скользящей заделки (опора b) (рис. 1). 

Рис. 1. Схема установки точечной опоры 
 
При заданной длине стержня l  требуется определить местоположение опо-

ры, т. е. найти множитель 0 1,    при котором критическая нагрузка, приво-
дящая к потере устойчивости, будет наибольшей. 

Уравнение устойчивости для каждой части стержня имеет вид [13] 

 
   4 2

2 2
4 2 0, ,i id w d w Px x

dx dx EJ
     (1) 

где ( )w x  — поперечное перемещение (прогиб), при 1i   на отрезке 0 ,x l    а 
при 2i   на отрезке ;l x l    P  — сжимающая нагрузка; E  — модуль упруго-
сти материала стержня; J  — наименьший момент инерции поперечного сече-
ния стержня. 

Предположим, что на опоре, т. е. в точке раздела x l   частей стержня, вы-
полняются условия 

 
2 2

1 2 1 2
1 2 2 20, 0, , ,dw dw d w d ww w x l

dx dx dx dx
       опора а (2) 

или 

 1 2
1 20, 0, 0, 0,dw dww w x l

dx dx
       опора b. (3) 

Общее решение уравнения (1) имеет вид 

 sin cos , 1,2.i i i i iw A B x C x D x i        

Раздельно рассмотрим каждый случай закрепления конца стержня, учиты-
вая при этом тип опоры и характер сжимающей силы. 
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Шарнирное закрепление. Удовлетворяя условиям шарнирного закрепле-
ния конца  

 
2

1
1 20, 0, 0d ww x

dx
     (4) 

и условиям непрерывности (2), в случае опоры a имеем 

 
 

1 1

1 2
2 1 2

;sin sin

sin cos sin sin .
cos

xw C x l
l

C C xw l x l x C l C x
l l

     
 


        

 

 (5) 

Произвольные постоянные 1C  и 2C  определяют из граничных условий на 
конце .x l  Поскольку этот конец свободен относительно перемещений и под-
вержен действию лишь осевой нагрузки, запишем условия, налагаемые на изги-
бающий момент и перерезывающую силу: 

 
2 3

2 2 2
2 30 ; 0, .d w d w dw x l

dx dx dx
      (6) 

При 2    будем иметь случай консервативной нагрузки, а при 0   — сле-
дящей нагрузки. 

Подставляя второе из представлений (5) в условия (6), получаем однород-
ную систему линейных алгебраических уравнений 

 

 

  
   

1 2

2
1

2
2

tg cos tg cos sin 0;
1 sintg sin

cos

tg sin cos 0.
cos

l l C l l l C
lC l l

l l

C l l l
l

       

           
            
 

 

Приравняв детерминант матрицы приведенной выше системы к нулю, по-
лучим следующее трансцендентное уравнение для определения критической 
нагрузки, приводящей к потере устойчивости в зависимости от местоположе-
ния опоры: 

    2 sin sin 1 sin
tg 0.

cos
l l l l

l
l l

    
      

 
 (7) 

В случае консервативной нагрузки  2  уравнение (7) примет вид 

  sin sin sin 1 0,l l l l        (8) 

а в случае следящей нагрузки  0   — вид 

 tg 0.l   (9) 

Когда имеем опору ,b  решения для разных частей стержня не связываются 
друг с другом и при удовлетворении условиям (3), (4) и (6) для каждой части 
стержня записываем собственное трансцендентное уравнение: 
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 cos sin 0l l l       (10) 
и  
    2 cos 1 0,l        

которое в случае консервативной нагрузки сводится к уравнению 

  cos 1 0,l    (11) 

а в случае следящей нагрузки — к уравнению 

 2 0.   (12) 

Учитывая, что для левой части стержня нет понятия «консервативная» или 
«следящая» нагрузка, а также уравнение (12) для правой части, можно сделать 
следующий вывод: в случае следящей нагрузки стержень не теряет устойчивость 
независимо от месторасположения опоры типа скользящей заделки. 

Жесткое защемление. В этом случае у конца стержня будем иметь условия 

 1
1 0, 0, 0.dww x

dx
    (13) 

В случае опоры a для прогибов каждой части стержня получим выражения 

 

 

   
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2 2

1

1 cossin sin ;
1 cos

sin tg cos
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sin 1 ctg1 cos tg cos .
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xw C l l x x
l

l x
w C x l x

l
l l l ll lC x l x

l l l l

           
   

       
 

       
       

      

 (14) 

Удовлетворяя вторым из представлений (14) условиям (6), получаем одно-
родную систему линейных алгебраических уравнений 
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1 cos
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cos tg sin 0.
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C l C l l l

l
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l

  
       

 
         

   
          
 

 

Приравняв детерминант матрицы последней системы к нулю, придем к сле-
дующему трансцендентному уравнению: 

 
    

  2

2 cos 3sin sin 1 2 4 sin 1
2 cos sin 0,

l l l l l
l l l

             

      
 

которое в случае консервативной нагрузки примет вид 
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    2 cos 3sin sin 1 2 4sin 1 0,l l l l l              (15) 

а в случае следящей нагрузки — вид 

 cos sin 0.l l l       (16) 

В случае опоры b  очевидно, что уравнения (11) и (12) для правой части 
стержня сохранятся, а для левой части нетрудно получить уравнение 

 2 cos sin 2 0.l l l       (17) 

Скользящая заделка. Для скользящей в перпендикулярном направлении 
заделки граничными условиями являются 

 
3

1 1
3 0, 0, 0.d w dw x

dx dx
    

Удовлетворяя последним условиям и условиям непрерывности (2), в случае 
опоры a запишем 

 

 

 

 

1 1

2 1

2

sin sin ;
1 cos sin tg cos

cos
1 sin tg cos .

cos

w C l x l x
lw C l x l l x

l

C l x x l x
l

      

            
 

          

 

Приравняв к нулю определитель матрицы однородной системы, получае-
мой после удовлетворения условиям (6), приходим к тригонометрическому 
уравнению     2 sin sin sin 1 0.l l l           

При 0   (следящая нагрузка) критическая нагрузка определяется из 
уравнения 
 sin 0,l   (18) 
при 2    (консервативная нагрузка) — из уравнения 

  sin sin 1 0.l l      (19) 

В случае опоры b  прогиб левой части определяется однозначно, независи-
мо от силы, и равен нулю. Следовательно, устойчивость всего стержня обуслов-
ливается устойчивостью только лишь правой его части. 

Численный анализ. Учитывая обозначения в уравнении (1), численный 
анализ и выводы будут выполняться относительно параметра  с использовани-
ем критической нагрузки. 

Рассмотрим крайние положения опоры. Пусть опора вплотную подходит к 
закрепленному концу стержня  0 ,  тогда, независимо от вида закрепления 
этого конца и типа опоры, имеем задачу устойчивости стержня с жестко за-
крепленным концом, критическая консервативная нагрузка для которой из-
вестна [13] и равна 
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 .
2l


   (20) 

Анализируя поведение уравнений (8), (11), (15) и (19) при 0,   нетрудно 
найти, что эти уравнения переходят в уравнение cos 0,l   решением которого 
является (16). Для следящей нагрузки уравнения (9), (12), (16) и (18) дают толь-
ко нулевое решение, т. е. под действием следящей силы стержень устойчивость 
не теряет. 

Когда опора a  приближается к свободному концу стержня  1 ,  урав-
нения (8) и (9), как и уравнения (18) и (19), сводятся к уравнению sin 0,l   ре-
шением которого является / ,l    совпадающее с известным результатом [13] 
для шарнирно закрепленного по концам стержня. Из уравнений (15) и (16) по-
лучим уравнение  
 cos sin 0,l l l      (21) 
решением которого является  

 4, 493409457.... ,
0, 7l l


    (22) 

совпадающее с известным результатом [13] для стержня, жестко закрепленного 
на одном конце и шарнирно закрепленного на другом. 

В случае, когда опора b  подходит к свободному концу  1 ,  уравнение 
(10) переходит в уравнение (21) и имеет решение (22), а из уравнения (17) нахо-
дим 2 ,l    что совпадает с известным результатом [13] для стержня, жестко 
закрепленного на одном конце и скользяще заделанного на другом. 

Зависимости критической консервативной нагрузки от расположения опо-
ры при промежуточных расположениях опоры представлены на рис. 2. 

Рис. 2. Зависимости критической нагрузки от расположения опоры  
при различных условиях закрепления конца стержня: 

1a,  1b — для шарнирно закрепленного конца при опорах a и ;b  2а,  2b — для защемленного кон-
ца при опорах а и b;  3 — для скользяще заделанного конца  
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Для следящей нагрузки зависимости критической нагрузки от расположе-
ния опоры представляются аналитически: 

– для шарнирно закрепленного конца и скользящей заделки (опора a)
/ ;l     

– для защемленного конца (опора a)  и шарнирно закрепленного конца 
(опора b)  4, 493409457... / 0,7 ;l      

– для защемленного конца (опора b) 2 / .l      
В приведенных выше формулах уменьшение   ограничивается условием 

прочности стержня 

   ,P
S

     

где S  — площадь поперечного сечения;    — допускаемое напряжение на 
сжатие. 

Согласно зависимостям, приведенным на рис. 2, непосредственно можно 
отметить преимущество установки опоры ,b  т. е. опоры типа скользящей задел-
ки (гладкой обоймы), выражающееся в существенном повышении значения 
критической нагрузки. Установка вместо опоры а опоры b в точке 0,74 ,l  в слу-
чае шарнирно закрепленного конца, и в точке 0, 8 ,l  в случае жесткого его за-
щемления, приводит к более чем двукратному  2,12  увеличению значения 
критической нагрузки. 

Заключение. Исследовано влияние промежуточной точечной опоры типа 
шарнира или гладкой обоймы на значение критической нагрузки, вызывающей 
потерю устойчивости центрально сжатого упругого стержня, при различных 
условиях закрепления одного его конца. Показано, что при расположении опоры 
близко к свободному концу стержня даже при следящей нагрузке возможна поте-
ря устойчивости, причем при наличии опоры а критическая следящая нагрузка 
всегда превосходит критическую консервативную нагрузку. Установлено, что при 
любом местоположении опоры обоих типов значение критической консерватив-
ной нагрузки для стержня с защемленным концом превосходит это же значение 
для стержня с шарнирно закрепленным концом, а последнее, в случае опоры а, 
превосходит значение для стержня со скользяще заделанным концом.  
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INFLUENCE OF A SUPPORT TYPE AND LOCATION ON THE VALUE  
OF CRITICAL LOAD FOR COMPRESSION BAR 

A.A. Sahakyan areg1992@gmail.com 

Institute of Mechanics, National Academy of Sciences of Armenia,  
Yerevan, Republic of Armenia 

Abstract Keywords 
The study considers the stability problem of a rectilinear 
bar fastened at one end and compressed by a central axial 
force. We assume that at some point the bar is supported 
by a) hinge, allowing axial movement and rotation, or  
b) sliding sleeve, allowing axial movement only. We exa-
mine three types of end fastening: a) hinge, b) rigid clamp 
and c) sliding sleeve perpendicular to the bar axis. We 
solved the stability problem for the bar for both “conserva-
tive” compressing force and “follower” force. Findings of 
the research show that in the case of hinge support the 
value of critical “conservative” force decreases monoto-
nically when the distance between the fastened end and the 
support decreases, but in the case of sliding sleeve the value 
of critical “conservative” force has a maximum. The point 
of maximum and maximal value depend on the type of the 
bar end fastening. In case when the compressing load is a 
“follower” force, the value of critical force increases mono-
tonically when the distance between the fastened end and 
the support decreases 

Bar, stability, intermediate support, 
conservative force, follower force 
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