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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрена задача о контактном взаимодействии двух 
деформируемых упругих тел в двумерной постановке. 
Для аппроксимации упругой задачи применен метод 
конечных элементов на четырехугольных билинейных 
элементах. Для учета контактных условий реализован 
метод множителей Лагранжа с тремя вариантами реали-
зации: контакт точка–поверхность, контакт поверхность–
поверхность и контакт поверхность–поверхность с под-
сегментами. Проведены тестовые расчеты. Решена задача 
Герца и выполнено сравнение с аналитическим решени-
ем. Сравнительный анализ методов показал, что методы 
контакт поверхность–поверхность и контакт поверх-
ность–поверхность с подсегментами позволяют получать 
более точные результаты, чем метод контакт точка–
поверхность. Метод контакт поверхность–поверхность с 
подсегментами позволяет сглаживать колебания поля 
напряжений, однако этот эффект проявляется на ограни-
ченном круге задач 
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Введение. Исследование механики контактного взаимодействия — важный 
этап анализа характера деформирования и прочности инженерных конструк-
ций в рамках предположений механики сплошных сред [1, 2]. 

Контактные задачи сложны для математического моделирования, посколь-
ку прямой учет контактных условий на поверхности тел не всегда возможен. 
Условия контакта включают в себя два фундаментальных условия — непрони-
кания одного тела в другое (кинематическое условие на перемещения точек по-
верхности контактирующих тел) и равного силового воздействия каждого кон-
тактирующего тела на другое (условие равенства на поверхности контакта нор-
мальных напряжений). 
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В большинстве случаев численного анализа контактного взаимодействия 
тел кинематические контактные условия можно учесть в явном виде, так как в 
качестве неизвестных обычно выбираются перемещения, и соответствующее 
условие переходит в условие равенства нормальных компонент перемещений на 
контактной поверхности. Силовые контактные условия содержат производные 
численного решения и могут быть выполнены только в некотором слабом 
смысле — в виде равенства интегральных средних от нормальных напряжений 
на контактной поверхности. Указанное обстоятельство не позволяет включать 
данные условия, например, в дискретизованную систему уравнений метода ко-
нечных элементов (МКЭ) явным образом — это приведет к потере точности 
численного решения. В этом случае для учета силовых условий приходится 
применять дополнительные приемы. 

Для решения контактных задач применяют ряд численных методов, среди ко-
торых метод множителей Лагранжа [3], метод штрафов [3], метод Шварца [4, 5]  
и другие реже используемые (например, метод конечных элементов с использова-
нием функций формы Эрмита). Здесь рассмотрим применение метода множите-
лей Лагранжа, как одного из наиболее эффективных методов учета контактного 
взаимодействия, при решении двумерных статических задач теории упругости для 
системы тел. 

Постановка контактной задачи и математическая модель. Рассмотрим по-
становку двумерной контактной задачи [3, 6]. 

Пусть имеются два тела 1B  и 2 ,B  которые в результате приложенных нагру-
зок вступают в контакт (рис. 1). На контактной поверхности C  должны быть 
выполнены условия непроникания одного тела в другое:  

    
 

     


   = min ( ) 0,   ,g

x
x x n x   

где ,    — индексы контактирующих 
тел;  — поверхность тела ,B  обра-
щенная к поверхности тела ;B    — 
поверхность тела ,B  обращенная к по-
верхности тела ;B  n  — внешняя нор-

маль в точке x   к поверхности контакта для тела ;B  g   — зазор между точ-
кой x  и телом .B  Контакт возникает тогда, когда хотя бы для одной точки 
тела B  зазор равен нулю. Если для всех точек тела B  зазор положителен, то 
тела не находятся в контакте. 

В случае контакта на совместной границе контактирующих тел возникают 
распределенные поверхностные силы, далее обозначаемые .t  Нормальная и ка-
сательная составляющие распределенной контактной силы, действующей на 
любое из тел, имеют вид  

 = 0;nt  t n  (1) 

Рис. 1. Схема контакта твердых тел 
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 ,tt  t    

где n — внешняя нормаль к контактной поверхности данного тела;  — каса-
тельный вектор к контактной поверхности тела. 

В формуле (1) нестрогое неравенство превращается в равенство при выходе 
тел из контакта и в строгое неравенство — при нахождении в контакте. Поэтому 
нормальные контактные силы могут быть только сжимающими. Касательные 
контактные силы могут принимать любые значения. 

В случае, если на контактной поверхности реализуется условие скольжения 
без трения, то касательные контактные силы принимаются равными нулю: 

= 0.tt  
Основные соотношения математической модели. Математическая модель 

контактного взаимодействия упругих тел включает в себя следующие основные 
соотношения [7], записанные в прямоугольной декартовой системе координат 

.Oxy  
1. Соотношения Коши:  

      т{ } = , , =[ ]{ },x y xy B u   

где { }  — вектор деформаций; т{ }( ) = { ( ), ( )}u M u M v M  — вектор перемещений в 
точке тела ;M B  — матрица,  
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2. Обобщенный закон Гука:      т
0{ } = , , =[ ]{ }.x y xy H  Здесь { }  — век-

тор напряжений; 0{ } — вектор начальной деформации (в рассматриваемых за-
дачах она нулевая); [ ]H  — матрица упругих модулей [8]. 

3. Дифференциальные уравнения равновесия: т[ ] { } = { }.B f  
4. Граничные условия первого или второго рода на границе контакта. 
5. Контактные условия: 

 (1) (2)| = | ;n nC Cu u    

 (1) (2)| = | ,n nC C     

где ( ) ,i
nu  ( )i

n  — нормальные перемещения и нормальные напряжения для i-го 
тела, =1, 2.i  

Численный метод. Численный алгоритм решения рассмотренной матема-
тической модели основан на МКЭ с четырехугольными билинейными элемен-
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тами в качестве функций формы [8, 9]. Более подробное описание метода мож-
но найти в работе [10]. 

Учет контактных условий. При численном решении контактные условия 
учитываются с помощью метода множителей Лагранжа [6]. 

Согласно методу множителей Лагранжа к потенциальной энергии системы 
двух тел, входящих в контакт [10], добавляется потенциал контактных сил вида  

  (1) (2)= ,C
C

W x x d


      (2) 

где   — функция множителей Лагранжа, имеющая смысл вектора поверхност-
ных контактных сил; ( ) ( ) ( )=i i ix X u  — актуальные положения соответствующих 
сходственных точек тел =1, 2i  на контактной поверхности; ( ) ,iX  ( )iu  — исход-
ные положения и получаемые перемещения сходственных точек. Далее полу-
ченная энергия варьируется и ее первая вариация приравнивается нулю. Пере-
менные u и   независимы. 

Для вычисления интеграла (2) необходимо его дискретизовать. При этом 
дискретизуется и непрерывная функция . В таком случае в систему линейных 
алгебраических уравнений, полученную с помощью метода конечных элемен-
тов, добавляются новые неизвестные.  

Вычисление интеграла (2) осуществляется следующим образом [11]. Одно 
из тел выбирается активным, другое — пассивным. Интегрирование проводят 
по сегментам граничных элементов дискритизированного активного тела, всту-
пивших в контакт, на них же выбирают квадратурные точки, затем строят сход-
ственные точки на пассивном теле. Тогда интеграл (2) можно представить в сле-
дующем виде: 

  т ( ) ( )= ,m s
C

C

W x x d


     (3) 

где ( ) ,mx  ( )sx  — актуальные положения сходственных точек на активном и пас-
сивном телах; т  — вектор дискретизированных множителей Лагранжа. 

В общем случае используют интерполяцию 

 ( ) ( )( ) ( ) т т( ) ( ); ( ) ( ); ( ) ( ).m mm s
c cx N x t x N x t N t              

Здесь ,N N   — функции формы, используемые в МКЭ для получения системы 
алгебраических уравнений; cN  — функции формы для дискретизации множи-
телей Лагранжа. В зависимости от метода они могут выбираться различными 
способами. Рассмотрим три способа [11]. 

1. Метод контакт точка–поверхность ( ),c cN      где c  — сходствен-
ная точка на пассивном теле. 

В системе линейных алгебраических уравнений МКЭ оба контактных узла 
представляют как линейные комбинации близлежащих узловых точек конечно-
элементной сетки. 
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2. Метод контакт поверхность–поверхность .c cN N    Тогда (3) можно 
записать в виде 

 ( ) ( )т ( ) ( ) ( ) .
C

m s
C c c s

m
W N N x N x d   



               

В этом случае для интегрирования используют квадратурную формулу 
Гаусса с четырьмя точками интегрирования на сегменте граничного элемента 
активного тела. 

3. Метод контакт поверхность–поверхность с подсегментами имеет одно 
отличие от предыдущего метода: сегменты активного тела, по которому идет 
интегрирование, разбиваются на подсегменты так, чтобы каждому подсегменту 
активного тела при вычислении интеграла соответствовал лишь один сегмент 
пассивного тела. 

В таком случае интегрирование идет по сегменту активного тела и осу-
ществляется более точно, чем в предыдущем методе. Тогда (3) можно записать в 
виде 

 ( ) ( )т ,
C

m sm s
C c c c

m
W G x G x d   



           

где ( ) ( ) ; ( ) ( ) ;
C C

m s
c c c scG N N d I G N N d I  

 
          I — единичная матрица. 

Результаты тестовых расчетов. В качестве тестовой решим задачу о двух 
брусках из одинакового материала (рис. 2). Первый брусок лежит на гладкой 
поверхности, второй — на первом. Сверху ко второму бруску приложена рас-
пределенная сила .p  Параметры задачи приведены ниже: 

1,l  см 2,l  см 1,h  см 2 ,h  см  1    2     1,E  ГПа     2,E  ГПа     ,p  МПа 
    10             6                 3               3            0,3     0,3        70                70                50 
В силу симметрии задачи рассмотрим половину области. В таком случае за-

крепим ось симметрии системы брусков по координате x на левой границе, пер-
вый брусок по координате y на нижней 
границе и ко второму бруску сверху при-
ложим распределенную нагрузку. 

Рассмотрим решение задачи двумя ме-
тодами — контакт точка–поверхность и 
контакт поверхность–поверхность, а так-
же сравним с получаемым численным ре-
шением, найденным с помощью альтерни-
рующего метода Шварца [7]. 

Распределения компоненты перемеще-
ний yu  и компоненты напряжений y  для 
расчетов с шагом  0,125h  см приведены  

Рис. 2. Схема системы из двух брусков
для задачи о двух брусках из одинако-
                      вого материала 
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Рис. 3. Распределения вертикальной компоненты перемещений (а, в, д) и вертикальной 
компоненты напряжений (б, г, е), полученные методами контакт точка–поверхность  
(а, б), контакт поверхность–поверхность (в, г) и альтернирующим методом Шварца (д, е)  
                                                                    при шаге 0,125 см 

на рис. 3. Все распределения на рис. 3, а–г показаны на деформированной форме с 
коэффициентом масштабирования 100, а на рис. 3, д, е — с коэффициентом мас-
штабирования 1. 
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В исходной конфигурации сетки для двух тел совпадают на контактной по-
верхности. После деформирования они смещаются относительно друг друга. Оба 
тела сжимаются в вертикальном направлении и расширяются в горизонтальном. 

В силу геометрии задачи вертикальные компоненты перемещений и напряже-
ний на контактной поверхности близки к соответствующим нормальным компо-
нентам перемещений и напряжений. В угловой точке в аналитическом решении 
имеют место бесконечные нормальные напряжения. С уменьшением шага числен-
но получаемые значения нормальных напряжений возрастают по модулю. 

Различие в данных, получаемых двумя первыми методами, невелико — в 
пятом знаке после запятой (0,1 %). Однако можно отметить, что второй метод 
лучше отражает физические свойства задачи, чем первый, так как он позволяет 
получать значения нормальных напряжений в угловой точке более близкими к 
«аналитической бесконечности». 

Результаты, полученные использованием обоих методов, близки  к резуль-
татам, полученным с помощью альтернирующего метода Шварца. Поскольку 
наиболее интересным представляется распределение нормальных напряжений, 
то на рис. 4 приведены полученные в расчетах с шагом = 0,125h  распределения 
компоненты напряжений ,y  которая в силу геометрии близка к нормальной 
компоненте. 

 
Рис. 4. Зависимость вертикальной ком-
поненты напряжений от координаты x, 
полученная методами контакт точка–
поверхность (а), контакт поверхность–
поверхность (б) и альтернирующим ме-
     тодом Шварца (в) при шаге  0,125 см: 
1, 2 — распределения соответствующей ве-
личины вдоль границы контакта для пер-
                  вого  и второго тел 
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Вертикальные перемещения и напряжения на контактной поверхности у 
обоих тел близки друг к другу, следовательно, близки нормальные перемещения 
и напряжения. При этом решение имеет особенность в угловой точке верхнего 
тела. 

Рассмотрим эту задачу при несовпадении сеток на контактной поверхности. 
Шаг сетки для первого тела примем равным 0,08 см, шаг сетки для второго тела — 
0,1 см. Получаемые напряжения приведены на рис. 5. 

Рис. 5. Зависимость вертикальной компоненты напряжений от координаты x, полученная  
      методами контакт точка–поверхность (а), контакт поверхность–поверхность (б): 
1, 2 — распределения соответствующей величины вдоль границы контакта для первого и  
                                                                                         второго тел 

 
Метод контакт точка–поверхность дает расхождение напряжений на всей 

контактной поверхности, метод контакт поверхность–поверхность — практиче-
ское совпадение контактных напряжений первого и второго тел в центре систе-
мы брусков, однако ближе к угловой точке появляются колебания, причем их 
амплитуда больше, чем в методе контакт точка–поверхность. 

Рассмотрим аналогичную задачу о двух брусках из разных материалов с бо-
лее жестким первым телом. Параметры задачи приведены ниже: 

l1, см l2, см h1, см h2, см 1 2 E1, ГПа E2, ГПа p, МПа 
10 6 3 3 0,3 0,3 700 70 50 

Аналогично предыдущей задаче рассмотрим половину области с соответ-
ствующими закреплениями. 

Рассмотрим эту задачу при несовпадении сеток на контактной поверхности. 
Шаг сетки для первого тела примем равным 0,08 см, шаг сетки для второго —  
0,1 см. Получаемые напряжения приведены на рис. 6. 

В распределениях, полученных методом контакт точка–поверхность, 
наблюдаются колебания с приблизительно неизменной амплитудой на всей 
контактной границе, а в распределениях, полученных методом контакт поверх-
ность–поверхность, ближе к центру симметрии задачи колебания несуществен-
ны, но в окрестности особой точки колебания возрастают и их амплитуда боль-
ше, чем в методе контакт точка–поверхность. 
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Рис. 6. Зависимость вертикальной компоненты напряжений от координаты x, полу-
ченная методами контакт точка–поверхность (а), контакт поверхность–поверхность (б): 
1, 2 — распределения соответствующей величины вдоль границы контакта для первого и  
                                                                                второго тел 

 
Для того чтобы показать различие ме-

тодов контакт поверхность–поверхность и 
контакт поверхность–поверхность с под-
сегментами проведем тестовый расчет для 
задачи, аналогичной первой, только с оди-
наковой геометрией брусков — задачи об 
одинаковых брусках из разных материалов с 
неравномерной сеткой (рис. 7). Первый 
брусок лежит на гладкой поверхности, вто-
рой — на первом. Сверху ко второму бруску 
приложена распределенная сила .p  Анало-
гично рассмотрим лишь половину области с 
соответствующими закреплениями. Параметры задачи приведены ниже: 

l1, см l2, см h1, см h2, см 1 2 E1, ГПа E2, ГПа p, МПа 
10 10 3 3 0,3 0,3 700 70 50 

Рассмотрим эту задачу при несовпадении сеток на контактной поверхности. 
Шаг сетки для первого тела примем равным 0,12 см, шаг сетки для второго — 
0,15 см. Получаемые напряжения приведены на рис. 8. Черным цветом показано 
распределение соответствующей величины на контактной поверхности для  
первого тела, красным — распределение соответствующей величины на кон-
тактной поверхности для второго тела. 

Аналитическое решение задачи для вертикальной компоненты напряжений: 
.y p   Как видно на рисунках, в решении метода контакт поверхность–

поверхность наблюдаются колебания, однако они малы — в пятом знаке после 
запятой. В решении метода контакт поверхность–поверхность с подсегментами 
колебания отсутствуют, а полученные результаты очень близки к аналитическому 
решению. 

Рис. 7. Схема системы из двух брусков
для задачи об одинаковых брусках из
разных материалов с неравномерной
                              сеткой 
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Рис. 8. Зависимость вертикальной компоненты напряжений от координаты x, получен-
ная методами контакт точка–поверхность (а), контакт поверхность–поверхность с сег- 
                                                                   ментами (б): 
1, 2 — распределения соответствующей величины вдоль границы контакта для первого и  
                                                                                  второго тел 

 
Для сравнения численного решения с известным аналитическим рассмот-

рим задачу Герца (рис. 9, рис. 10). Параметры задачи приведены ниже: 

 

 
 

Твердый шар радиусом R под влиянием 
силы p вдавливается в упругое полупро-
странство на глубину d, при этом образуется 
область контакта с полушириной  

                                      .a Rd               (4) 

Тогда силу можно рассчитать по формуле 

 * 1/2 3/24 ,
3

p E R d  причем    
 

2 2
1 2

*
1 2

1 1 1 ,
E E E

  

где 1,E  2E  — модули упругости обоих тел; 
1, 2  — коэффициенты Пуассона. 

Для рассматриваемой задачи аналитиче-
ская полуширина контакта будет определяться по формуле (4) с учетом того, 
что 

    
 

2/3

* 1/2
3 ;

4
pd

E R
  

  


*

1 2

1 2

1 1 .1 1 12
E

E E E

  

Подставив приведенные выше значения в указанные формулы, вычислим 
*E = 3695,45 МПа, d = 0,19 см, а также по формуле (4) — а = 1,06 см. 

R, см  E, ГПа p, МПа 
60 0,23 7000 100 

Рис. 9. Схема системы цилиндр–
полуплоскость 
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Рис. 10. Распределения вертикальной компоненты напряжений, полученные решением  
                                                                         задачи Герца: 
а — число элементов в цилиндре 4794, число элементов на плоскости 3736, полуширина контакта  
2 см; б — число элементов в цилиндре 20 182, число элементов на плоскости 15 240, полуширина 
контакта 1,8 см; в — число элементов в цилиндре 79 458, число элементов на плоскости 58 472,  
                                                                  полуширина контакта 1,1 см 
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В таком численном подходе можно утвержать о решении с точностью до 
длины грани конечного элемента. Здесь в контакт входят всего 2–3 конечных 
элемента. Однако следует отметить, что при уменьшении шага сетки решение 
стремится к аналитическому. 

Заключение. Рассмотрен метод численного решения контактных задач с 
условием скольжения без трения на контактной поверхности. Для численного 
решения задачи использован МКЭ с билинейными функциями формы, для уче-
та контактных условий выбран метод множителей Лагранжа с тремя варианта-
ми реализации: контакт точка–поверхность;  контакт поверхность–поверхность; 
контакт поверхность–поверхность с подсегментами. 

Как показали результаты, метод множителей Лагранжа позволяет получать 
вполне удовлетворительные результаты. Метод контакт поверхность–поверхность 
более точно отражает физические свойства задач, чем метод контакт точка–
поверхность. Однако при несовпадении сеток на границе контакта в обоих мето-
дах появляются колебания нормальных напряжений на границе контакта. В мето-
де контакт точка–поверхность наблюдаются колебания с приблизительно неизме-
ненной амплитудой на всей границе котакта, а в методе контакт поверхность–
поверхность ближе к центру симметрии задачи колебания несущественны, но в 
области особой точки колебания возрастают и их амплитуда больше, чем в методе 
контакт точка–поверхность. Метод контакт поверхность–поверхность с подсег-
ментами позволяет сглаживать колебания, однако этот эффект проявляется на 
ограниченном круге задач. 
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Abstract Keywords 
We consider a two-dimensional contact problem involving 
two deformable solids. We used the finite element method 
based on quadrilateral bilinear elements to approximate our 
elastic problem. Three implementations of the Lagrange 
multiplier method account for contact conditions: node-to-
surface, surface-to-surface and surface-to-surface employing 
sub-segments. We carried out test calculations, solving the 
Hertz problem and comparing our results to the analytical 
solution. A comparative analysis of these methods shows that 
the two surface-to-surface contact implementations are more 
accurate than the node-to-surface implementation. The sur-
face-to-surface contact method that employs sub-segments 
makes it possible to smooth out stress field fluctuations, but 
this effect only works for a limited number of problems 
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