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Аннотация Ключевые слова 
Предложен метод нахождения характеристических 
функций немарковского случайного процесса при его 
описании системой линейных интегральных уравне-
ний. Показано, что в этом случае решение задачи мо-
жет быть найдено с помощью ранее разработанного 
метода нахождения характеристических функций про-
цесса, описываемого одним линейным интегральным 
уравнением. Разработанный метод применен для опи-
сания броуновского движения в равновесной и нерав-
новесной средах. Рассчитана спектральная плотность 
флуктуаций импульса броуновской частицы в нерав-
новесной среде и установлено, что в низкочастотной 
части спектра она представляет собой фликкер-шум. 
Показано, что спектральная плотность флуктуаций 
импульса броуновской частицы в неравновесной среде 
линейно зависит от производства энтропии 
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Описание броуновского движения в неравновесных средах может быть выпол-
нено с помощью уравнения Ланжевена [1], в котором внешние случайные воз-
действия частиц среды на броуновскую частицу описываются случайным про-
цессом, отличающимся от белого шума [2, 3]. В этом случае становится невоз-
можным использование метода стохастических дифференциальных уравнений 
для нахождения характеристических функций (функций распределения) флук-
туаций импульса броуновской частицы [4, 5]. Это связано с тем, что броунов-
ское движение становится немарковским случайным процессом [6, 7]. 

Метод нахождения характеристических функций немарковского случайно-
го процесса   ,Z t  описывающегося с помощью линейного интегрального пре-
образования, предложен и обоснован в работах [5, 8]: 

      
0

, ,
t

Z t G t dW     (1) 

где  ,G t    — непрерывная функция переменной ;    W   — процесс с неза-
висимыми приращениями. Полагается, что интеграл (1) представляет собой ин-
теграл Ито [4, 9]. 
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Одномерная характеристическая функция  1 ;g t  процесса  Z t  имеет 
вид [5, 8] 

     1
0

; exp , ; .
t

g t G t d 
       

 
  (2) 

Здесь 

      1, ; ln , ; ;G t h G t
       


 (3) 

        1 , ; exp , .h G t i G t W        (4) 

Если процесс  W t  является винеровским с интенсивностью  В t   и опи-
сывается одномерной характеристической функцией 

     2
1 В

1; exp ,
2

h t t t      
 

 (5) 

то выражение для одномерной характеристической функции  1 ;g t  процесса 
 Z t  принимает форму 

      2 2
1 В

0

1; exp , .
2

t
g t G t d 

        
 

  (6) 

Если процесс  W t  — пуассоновский с интенсивностью  П t  и описывается 
одномерной характеристической функцией 

            1 П; exp 1 ,h t t g t  (7) 

где  g   — характеристическая функция скачков пуассоновского процесса, то 
выражение для одномерной характеристической функции  1 ;g t  процесса 
 Z t  принимает вид 

        1 П
0

; exp , 1 .
t

g t g G t d 
        

 
  (8) 

В более общем случае для нахождения L-мерной характеристической функ-
ции  1 1, ..., ; , ...,L L Lg t t   процесса  Z t  необходимо использовать выражение 
[5, 8] 

    
1

1 1
1

, ..., ; , ..., exp , ; .
l

l

tL L
L L L k k

l k lt
g t t G t d

 

                
   (9) 

Здесь 

    1, ; ln , ; ;
L L

k k k k
k l k l

G t h G t
 

                         
   (10) 
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      1 , ; exp , .
L L

k k k k
k l k l

h G t i G t W
 

                        
   (11) 

При нахождении интеграла в выражении (9) необходимо учитывать условие 

  , 0.
kk tG t    (12) 

Формулы (2)–(4) являются частными случаями выражений (9)–(11) при 
1.L   
Если процесс  W t  является винеровским, то 

        
 min ,

1 1 В
, 1 0

1, ..., ; , ..., exp , , ,
2

l kt tL
L L L l k l k

l k
g t t G t G t d



 
           

 
   (13) 

а если — пуассоновским, то 

      
1

1 1 П
1

, ..., ; , ..., exp , 1 .
l

l

tL L
L L L k k

l k lt
g t t g G t d

 

                 
   (14) 

Проведем разработку метода нахождения характеристических функций 
немарковского случайного процесса  Z t  в случае, если для его описания тре-
буется использование системы линейных интегральных уравнений: 

      1
0

, ;
t

Z t G t X d     (15) 

      2
0

, ,X G dW


      (16) 

где  1 , ,G t    2 ,G    — непрерывные функции переменных   и .  Здесь так 
же, как и для интеграла (1), полагается, что интегралы (15) и (16) представляют 
собой интегралы Ито. 

К системе линейных интегральных уравнений (15), (16) может быть сведена 
задача описания броуновского движения при воздействии на частицу случайно-
го процесса, не являющегося процессом с независимыми приращениями. В этом 
случае броуновское движение описывается уравнением следующего вида: 

       .
dZ t Z t X t

dt
    (17) 

Здесь   — коэффициент вязкого трения;  X t  — случайный процесс, который 
может быть получен из процесса с независимыми приращениями  W t  с по-
мощью интегрального уравнения (16). Если решение уравнения (17) предста-
вить в интегральной форме (15) с ядром 

     1 , exp ,G t t      (18) 
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то рассматриваемая задача описания броуновского движения сведется к реше-
нию системы линейных интегральных уравнений (15), (16). 

Для нахождения характеристических функций процесса  Z t  проведем сле-
дующее преобразование системы линейных интегральных уравнений (15), (16): 

    

       

       

     

1 2
0 0

1 2
0 0

1 2
0

, ,

1 , ,

, , ,

t

t t

t t

Z t G t G dW d

G t G dW d

G t G d dW





 
       

 
 

         
 

 
      

 

 

 

 

 

где  1    — единичная функция. 
Следовательно, систему уравнений (15), (16) можно свести к линейному ин-

тегральному уравнению (1), в которое необходимо подставлять ядро преобразо-
вания  ,G t   в виде 

      1 2, , , .
t

G t G t G d


           

Таким образом, при нахождении характеристических функций процесса   ,Z t  
описываемого системой линейных интегральных уравнений (15), (16), могут 
быть использованы выражения (2)–(4) (для частных случаев винеровского и 
пуассоновского процессов — (6) и (8)) и (9)–(11) (для частных случаев указан-
ных процессов — (13) и (14)). 

Предложенный метод позволяет рассчитать характеристические функции 
процесса   ,Z t  описываемого системой линейных интегральных уравнений, 
состоящей из любого количества таких уравнений. Например, в случае системы 
из трех линейных интегральных уравнений 

      1
0

, ;
t

Z t G t X d     

      2
0

, ;X G Y d


       

      3
0

, ,Y G dW


      

где  1 , ,G t    2 , ,G     3 ,G    — непрерывные функции переменных  ,   и 
;  она сводится к линейному интегральному уравнению (1), ядро преобразова-

ния  ,G t   которого имеет вид 

        1 2 3, , , , .
t

G t G t G G d d


 

 
         

 
      
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Аналогично можно найти ядро преобразования  ,G t   для системы из N 
линейных интегральных уравнений. 

Рассмотрим применение полученных выражений для нахождения характе-
ристических функций флуктуаций импульса броуновской частицы в равновес-
ной и неравновесной средах. 

1. Пусть  Z t  описывает импульс броуновской частицы в равновесной 
среде при воздействии на нее случайного -коррелированного процесса. Тогда 
его интенсивность В  можно представить как [5] 

 В 2 ,mkT    (19) 

где m  — масса броуновской частицы; k  — постоянная Больцмана; T  — темпе-
ратура среды, а ядра преобразований  1 ,G t   и  2 ,G    имеют соответственно 
вид (18) и 

    2 , .G           

В этом случае формула для  ,G t   принимает вид 

          , exp exp .
t

G t t d t


              (20) 

Подстановка выражений (19) и (20) в формулу (13) дает формулу для L-мерной 
характеристической функции  1 1, ..., ; , ...,L L Lg t t   процесса  Z t  при воздей-
ствии на броуновскую частицу винеровского процесса 

  1 1, ..., ; , ...,L L Lg t t     

       
, 1

exp exp exp .
2

L
l k l k l k

l k

mkT t t t t


 
         

 
   (21) 

Аналогичное выражение при воздействии пуассоновского процесса (см. (14)) 
имеет вид 

  1 1, ..., ; , ...,L L Lg t t    

   
11

exp 2 exp 1 .
l

l

tL L
k k

l k lt
mkT g t d

 

                
   (22) 

При 1L   получаем выражения для одномерных характеристических функ-
ций в случае воздействия винеровского и пуассоновского процессов: 

     2
1 ; exp 1 exp 2 ;

2
mkTg t t         

 (23) 

       1
0

; exp 2 exp 1 .
t

g t mkT g t d 
         

 
  (24) 
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Выражения (21)–(24) совпадают с формулами, полученными для случая 
броуновского движения в равновесной среде в работах [5, 8]. 

2. Рассмотрим описание броуновского движения в случае, когда броунов-
ская частица находится в неравновесной среде, воздействие которой на нее име-
ет интенсивность 
 2 ,Sm T     (25) 

где S  — производство энтропии при движении броуновской частицы в нерав-
новесной среде, а ядро преобразования  2 ,G    можно представить в виде 

  
 

2
1, .G   

  
     

Тогда выражение для  ,G t   принимает форму [10] 

     
 

     


   
         

  


exp
, exp erfi ,

t t
G t d t t  (26) 

где erfi ( ) erf ( ).x i ix    
Если подставить выражения (25) и (26) в формулу (13), то для L-мерной ха-

рактеристической функции  1 1, ..., ; , ...,L L Lg t t   процесса  Z t  при воздей-
ствии на броуновскую частицу винеровского процесса имеем 

     
 min ,

1 1
, 1 0

, ..., ; , ..., exp exp 2
l kt tLS

L L L l k l k
l k

m Tg t t t t


            
   

       
       


erfi erfi .l kt t d  (27) 

Аналогично при подстановке выражений (25) и (26) в формулу (14), описываю-
щую воздействие пуассоновского процесса, получим 

  1 1, ..., ; , ...,L L Lg t t     

         
 

   
                 

 
11

exp 2 exp erfi 1 .
l

l

tL L
S k k k

l k lt
m T g t t d  (28) 

При 1L   выражения (27) и (28) переходят в формулы для одномерных ха-
рактеристических функций винеровского и пуассоновского процессов:  

        2 2
1

0
; exp exp 2 erfi ;

t
Sm Tg t t t d  

             
      

       1
0

; exp 2 exp erfi 1 .
t

Sg t m T g t t d
   

                  
   
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Определим математическое ожидание ( ) ,Z t  дисперсию 2( )Z t  и корреля-
ционную функцию  2 1( )Z t Z t  процесса  Z t  при воздействии винеровского 
процесса: 

  1 ;
( ) 0;

g tZ t
i

 
 


       

        
2

12 2
2

00

; 2( ) exp 2 erfi ;
t

Sg t m TZ t t t d


   
          

      

    
1
2

2
2 1 2 1 2

2 1
01 2
0

, ; ,
( )

g t t
Z t Z t

i i  
 

  
 

 
  

            
1

1 1 2 2
0

2 exp erfi exp erfi .
t

Sm T t t t t d 
             

    

Формула (29) для корреляционной функции процесса  Z t  позволяет найти 
одностороннюю спектральную плотность  ZG   флуктуаций этой величины [11]: 

      
0

4 ( ) cosZ tG Z t Z t d



        

         
0 0

8 exp erfi exp
t

Sm T t t t
  

             
   

     


       


erfi cos .
t

t d d  (30) 

Рассмотрим нахождение односторонней спектральной плотности  ZG   
для высокочастотного случая при .    Для этого случая в первом приближе-
нии можно использовать следующую формулу [12]: 

   1
2erfi .  
  (31) 

Подстановка выражения (31) в формулу (30) дает 

  ZG     

          




 
               

 
 
0 0

32 exp exp 2 - cos .
t

S
t

m T t t t d d  (32) 

Вычисление интегралов в выражении (32) позволяет найти спектральную 
плотность [10]: 

   3
4 .S

Z
m TG  

 


       

  (29)
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Следовательно, в высокочастотной части спектра спектральная плотность флукту-
аций импульса броуновской частицы обратно пропорциональна третьей степени 
частоты. 

Рассмотрим случай ,    для которого можно использовать следующее  
первое приближение [12]: 

    2

1

exp
erfi .


 

  (33) 

После подстановки выражения (33) в формулу (30) имеем 

  
   

 




  
            

 2
0 0

8 1 cos .
t

S
Z

t

m TG d d
t t

 (34) 

Вычисление интегралов в формуле (34) позволяет получить [10] 

   2
4 .S

Z
m TG  

 
 

 (35) 

Из формулы (35) следует, что при движении броуновской частицы в неравно-
весной среде в низкочастотной части спектра спектральная плотность флуктуа-
ций импульса броуновской частицы описывается фликкер-шумом [13, 14]. 

Заключение. Предложенный метод нахождения характеристических функ-
ций немарковского процесса, описываемого системой линейных интегральных 
уравнений, позволил рассчитать статистические характеристики броуновского 
движения в неравновесной среде. Спектральная плотность флуктуаций импульса 
броуновской частицы в такой среде линейно зависит от производства энтропии. 
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Abstract Keywords 
We suggest a method for determining characteristic func-
tions of a non-markovian stochastic process when a system 
of linear integral equations describes it. We show that in 
this case it is possible to find the solution to this problem 
using a previously developed method for determining 
characteristic functions of a process described by a single 
linear integral equation. We employed the method we 
developed to describe Brownian motion in equilibrium and 
non-equilibrium media. We computed spectral density of 
impulse fluctuations for a Brownian particle in a non-
equilibrium medium and determined that in the low-
frequency region it is represented by flicker noise. We 
show that the spectral density of impulse fluctuations for a 
Brownian particle in a non-equilibrium medium is a linear 
function of entropy generation 
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