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Аннотация Ключевые слова 
Предложен численный метод решения термодиффузион-
ной задачи Стефана. Рассмотрена самосогласованная 
модель квазиравновесного процесса кристаллизации 
трехкомпонентного раствора в тонкой цилиндрической 
ампуле. Состояние системы описывается средней по 
радиусу температурой и концентрациями. Соответству-
ющая одномерная задача о фазовом переходе в много-
компонентной системе аппроксимирована неявной кон-
сервативной разностной схемой и решена совместно. 
Разработанный алгоритм относится к классу методов, в 
явном виде отслеживающих положение фронта кристал-
лизации. Предложенный метод использован для числен-
ного моделирования процесса кристаллизации трехком-
понентного соединения 

Задача Стефана, фазовый пере-
ход, математическое моделиро-
вание 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Поступила в редакцию 24.10.2016 
© МГТУ им. Н.Э. Баумана,  2017 

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ № 15-01-03741 и программы  
фундаментальных исследований Президиума РАН П-5 

 
Введение. Численные методы решения задач типа Стефана развиваются преиму-
щественно в двух направлениях. Первое составляют алгоритмы сквозного счета,  
в которых граница фазового перехода явно не выделяется [1, 2], второе — методы,  
в явном виде отслеживающие положение фронта кристаллизации [2–7]. Последние 
более эффективны для решения задач о фазовом переходе в многокомпонентном 
растворе. Этот класс задач отличается от классической задачи Стефана тем, что 
температура фазового перехода зависит от состава твердой и жидкой фазы. Кон-
троль за положением границы раздела фаз осуществляется либо за счет использо-
вания подвижных сеток, согласованных в исходных переменных с формой фронта 
кристаллизации [3–6, 8, 9], либо с помощью динамической замены переменных  
[1, 5–7, 10], которая выбирается так, чтобы в новых координатах расчетная область 
была регулярной, с фиксированными границами, совпадающими с координатными 
линиями — метод выпрямления фронта [11]. 
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Задача Стефана относится к классу задач с подвижной внутренней грани-
цей. Фазовый переход определяется комплексом физических процессов: дина-
микой изменения температуры; динамикой изменения концентрации каждого 
компонента соединения; движением границы раздела фаз. На фронте кристал-
лизации температура и концентрации удовлетворяют балансным соотношени-
ям, вытекающим из законов сохранения энергии и массы, и фазовой диаграмме 
системы: как правило, достаточно сложным нелинейным соотношениям, связы-
вающим равновесные концентрации всех компонентов и температуру. Опыт 
решения подобных задач [5–7, 12, 13] свидетельствует о том, что использование 
алгоритмов, в основе которых лежит расщепление по физическим процессам, 
может приводить к искажению физического явления: например, по результатам 
расчета в системе должно происходить растворение, а в физическом процессе 
происходит рост, и наоборот [14]. В связи с этим наиболее надежными метода-
ми решения термодиффузинной задачи Стефана являются алгоритмы, в кото-
рых система уравнений, описывающая процессы тепломассопереноса и движе-
ние фронта кристаллизации, решается совместно [5, 6, 13]. 

Численное исследование кристаллизации трехкомпонентного соединения 
было проведено в работах [5, 15, 16]. Используемая математическая модель учи-
тывала диффузию в твердой и жидкой фазах и движение фронта кристаллиза-
ции, при этом распределение температуры в системе предполагалось однород-
ным по пространству, но изменяющимся во времени. Однако существует класс 
задач, в которых изменение температуры на границе раздела фаз играет важную 
роль [6]. В настоящей работе рассмотрен процесс кристаллизации трехкомпо-
нентного соединения в тонкой ампуле. Математическая модель процесса учи-
тывает диффузионный тепломассоперенос в твердой и жидкой фазах, движение 
фронта кристаллизации, выделение теплоты в результате фазового перехода, а 
также теплообмен с окружающей средой. Состояние системы можно описать 
средней в сечении температурой и концентрациями. В результате осесиммет-
ричная задача сводится к одномерной, в которой распределение температуры 
описывается уравнением температуропроводности с источником, возникаю-
щим вследствие учета контактного теплообмена с окружающей средой, а рас-
пределение массы — уравнениями диффузии. Для решения соответствующей 
одномерной нестационарной задачи построен чисто неявный совместный алго-
ритм. Учет движения фронта кристаллизации осуществляется с помощью заме-
ны переменных типа Ландау, в результате которой граница раздела фаз остается 
неподвижной на протяжении всего процесса. В расчетах использована неявная 
консервативная разностная схема, предложенная в работе [6], модифицирован-
ная для учета источника теплоты в уравнении теплопроводности. Соответству-
ющая система нелинейных сеточных уравнений решается методом Ньютона 
относительно вектора неизвестных, компонентами которого являются все ис-
комые функции: концентрации в жидкой и твердой фазах; поле температуры; 
скорость движения фронта кристаллизации. Тем самым реализуется одновре-
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менное определение положения границы раздела фаз, распределения темпера-
туры и массы в системе. Предложенный метод применяется для численного ис-
следования процессов роста и растворения соединений 1A B C.x x  

Постановка задачи. Рассмотрим задачу о кристаллизации тройного соедине-
ния 1A B С.x x  Раствор компонентов A  и B  в расплаве C  приводится в контакт с 
затравкой, расположенной на дне тонкой цилиндрической ампулы (рис. 1). Затем 
температура системы понижается, жидкая фаза становится пересыщенной, и начи-
нается процесс кристаллизации. Математическое моделирование проводится в 
рамках следующих предположений. На фронте кристаллизации состав жидкой и 
твердой фазы находится в квазиравновесии. Кинетические процессы на поверхно-
сти протекают достаточно быстро и не нарушают квазиравновесия. Фронт кри-
сталлизации плоский. Конвекция в жидкой фазе незначительна, тепломассопере-
нос в системе осуществляется механизмом диффузии. 

Рис. 1. Цилиндрическая ампула 
 
Подобласть   =( , ] (0, ],l L R  где L  — длина ампулы;  = ( )t  — положение 

фронта кристаллизации; R  — радиус ампулы (см. рис. 1), занимает жидкая фа-
за, которая представляет собой раствор компонентов A  и B  в расплаве C.  Со-
став жидкой фазы определяется концентрациями компонентов A  и B,  а кон-
центрация вещества С  вычисляется из условия  
  (A) (B) (C) =1,l l lx x x   

где ( ),l jx  = A, B, Cj  — мольная доля соответствующего компонента в жидкой 
фазе. Твердая фаза занимает область   =[0, ) (0, ]s R  и является твердым рас-
твором 1A B С.x x  Состав твердой фазы определяется одной переменной ,x  при 
этом мольные доли каждого ее компонента ( ),s jx  = AC, BC,j  удовлетворяют 
соотношениям  
 (AC) (BC),       1 .s sx x x x    (1) 

Распределение температуры и состава в системе описывается уравнениями 

                                             
1= ,       ( , ) ;

t
s s s s
p s

T T Tc rk k z r
r r r z z

   (2) 

                                             
1= ,        ( , ) .

t
l l l l
p l

T T Tc rk k z r
r r r z z

  (3) 
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       

           

(A) (A) (A)
(A) (A)1= , ( , ) ;

t

s s s
s s

s
C C CrD D z r

r r r z z  
(4) 

 
       

           

( ) ( ) ( )
( ) ( )1= , ( , ) .

t

l j l j l j
l j l j

l
C C CrD D z r

r r r z z
 (5)  

Здесь , r z  — радиальная и вертикальная координаты цилиндрической системы 
координат; t  — время; ( )jC  —  объемная концентрация j-го компонента в 
твердой и жидкой фазе; ( )jD  — коэффициент диффузии j-го компонента в 
твердой и жидкой фазе = A, B;j  T  — температура; 

pc  — удельная тепло-

емкость; k  — коэффициент теплопроводности;   — плотность;  = s  при 
<z  (твердая фаза) и  = l  при >z  (жидкая фаза). Содержание компонента B  

в твердой фазе определяется условием (1), записанным в объемных единицах  

    (A) (B)
A C B C( ) ( ) = ,s s sa a C a a C  (6) 

где A B C, ,a a a  — атомные веса соответствующих компонентов. 
На границе раздела фаз ( = ( ))z t выполнены приведенные ниже условия. 
1. Условие фазового равновесия: уравнения, описывающие связь концентра-

ций компонентов A  и B  в твердой и жидкой фазах  

 (A) (B) (A) (B)( , , , , ) = 0, = 1, 2, 3.s s l l
mF C C C C T m  (7) 

Конкретный вид уравнений фазовой диаграммы определяется свойствами 
соединения 1A B С.x x  

2. Закон сохранения энергии (условие Стефана):  

 
    

 
   

 (t) (t)
.s l s

t
z z

T Tk k
z z

 (8) 

Здесь   — скрытая теплота плавления; t  — скорость движения фронта кри-
сталлизации. 

3. Закон сохранения массы:  

 
    

 
     

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

(t) (t)
( ) ,   A, B.

s j l j
s j l j s j l j

t
z z

C CD D C C j
z z

  (9) 

Стенки цилиндра непроницаемы, поэтому граничные условия для поля 
концентрации имеют вид  

 











( )
( ) = 0, = A, B, = , ,

j
j CD j s l

n
 (10) 

где   — граница области   = .s l  
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На поверхности цилиндра происходит теплообмен по закону Ньютона  

 *= ( ).Tk T T
n







 


  (11) 

Здесь   — коэффициент контактного теплообмена; *T  — температура окру-
жающей среды. 

Состояние системы можно описать функциями ( , t)T z  и  ( )
( , t),

j
C z


 
= A, B,j  = , ,s l  где  

1) ( , t)T z  — средняя температура в сечении z  в момент времени t :    

 
2

0

2( , t) ( , , t) ;
R

T z T r z rdr
R

   (12) 

2) 
( )

( , t)
j

C z


 — средняя концентрация компонента j  ( = A, B, = , )j s l  в се-
чении z  в момент времени t:   

    
( ) ( )

2
0

2( , t) ( , , t) .
Rj jC z C r z rdr

R
 

Для того чтобы получить уравнение для температуры ( , ),T z t  проинтегри-
руем (2), (3) по радиусу :r   

                       
  2 2 2
0 0 0

2 2 1 2= , = , ,
t

R R R

p
T T Tc rdr k r rdr k rdr s l

r r r z zR R R
 

с учетом (12) получим  

 
 

2
= =0

2= , = , .
tp

r R r

T T T Tc k r k r k s l
r r z zR

          
            

 (13) 

Поскольку значение температуры на боковой поверхности цилиндра не за-
висит от его радиуса, верно соотношение  

  2
0

2 ( , , t) ( , , t) ( , t),
R

T R z rdr T R z T z
R

 

что позволяет переписать (13) с учетом граничных условий на боковой поверх-
ности (11) в виде  

 
  *2= ( ), = , .
tp
T Tc k T T s l

z z R
      
       


 (14) 

Граничные условия на торцах ампулы  

 
   * *

=0 =

= ( ), = ( ), = , .
z z L

T Tk T T k T T s l
z z

  
    

 
   (15) 
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Аналогично получим уравнение для средней концентрации 
( )

( , t),
j

C z


 про-
интегрировав (4), (5) по радиусу .r  С учетом граничных условий запишем  

 
  


     
    

( ) ( )

= , = , , = A, B.
t

j j
C CD s l j

z z
 (16) 

Граничные условия (10) примут вид  

 
 

  


( )

=0,

= 0, = , , = A, B.
j

z L

CD s l j
z

 (17) 

На границе раздела фаз = ( )z t  выполнены условия Стефана:  

 
 

(t) (t)

;s l s
t

z z

T Tk k
z z

     

 
   

 
 (18)  

 
   

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

(t) (t)

( ) ,   A, B.
s j l j

s j l js j l j
t

z z

C CD D C C j
z z

     

 
     

 
 (19)  

В результате осесимметричная задача (2)–(11) сведена к одномерной задаче 
(14)–(19). Контактный теплообмен на боковой поверхности ампулы теперь учи-
тывается в уравнении температуропроводности в виде источника теплоты, за-
висящего от температуры. 

Замена переменных. Для решения задачи (14)–(19) с внутренней подвиж-
ной границей, положение которой необходимо определять в ходе решения за-
дачи, применим метод выпрямления фронта. Для этого выполним замену неза-
висимых переменных (t, )z  так, чтобы в новой системе координат ( , )t y  поло-
жение границы раздела фаз было фиксировано и совпадало с точкой =1,y  а 
границы области, точки = 0z  и = ,z L  перешли в точки = 0y  и = 2y  [11]. Связь 
между системами координат задается равенствами  

 
(t),                           [0,1];

t ,   ( , )
(t) ( (t))( 1),   [1, 2].

y y
t z y t

L y y
 

        
 (20) 

Якобиан преобразования (20) равен ( , ) 1= = ,
( , )
y tJ
z t l




 где = ( )l l t  — длина со-

ответствующей фазы в исходной системе координат: в твердой фазе = = ( ),sl l t  
в жидкой фазе = = ( ).ll l L t  В новых переменных области = {0 <1}s

y y   и 
= {1< 2}l

y y   заняты твердой и жидкой фазами, = .s l
y y y    

В новой системе координат задача (14)–(19) записывается в виде [6] 

     ( ) ( ) ( ), (0,1) (1,2), , .p t
Tc l T T l T y s l

t y y l y


   



      
                 

   (21) 
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Здесь = /k    — кусочно-постоянная функция, принимающая значения s  
при [0,1)y  и l  при (1,2];y  = 2 /( );R     = 2 /( ).R     На границе раз-
дела фаз ( =1y ) условие Стефана примет вид  

 
 

=1 =1

= .
s l

s l
y y

T T d
l y l y dt

 

  
 

 
   (22) 

Уравнения для концентраций в переменных ( , ):t y   

      (A)(A)(A) (A)
, (0,1) (1, 2), , ;t

D Cl C C y s l
t y y l y

 


           
     

 (23)  

  (A) (B)
A C B C( ) ( ) ,     (0,1);

s s sa a C a a C y        (24) 

      (B)(B)(B) (B)
, (1, 2).

lll ll
t l

D Cl C C y
t y y l y

        
     

 (25) 

На границе раздела фаз имеем 

 
   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

=1 =1

= ( ) , = A, B.
s j l js j l j s j l j

s l
y y

D C D C dC C j
l y l y dt

 

  
  

 
 (26) 

 (A) (B) (A) (B)
=1

( , , , , ) = 0, =1, 2, 3.s s l l
m y

F C C C C T m  (27) 

Граничные условия (11), (17) в переменных ( , ):y t   

 
       * *

=0 =2
=0 =2

= , = ;
s l

s ly y
y y

k T k TT T T T
y yl l

 
   

 
 (28) 

 
 (A) ( )(A) ( )

=0 =2

= 0, = 0, = A, B.
s l js l j

s l
y y

D C D C j
y yl l

 
 

  (29) 

Решить систему уравнений (21)–(29) — означает определить положение 
фронта кристаллизации, распределение теплоты и концентраций каждого компо-
нента в твердой и жидкой фазах. Эта система нелинейна: от искомой скорости 
движения фронта зависят длины фаз sl  и ,ll  а также функция замены переменных 

( , ).y t  Для аппроксимации уравнений (21)–(29) использовалась разностная  
неявная консервативная схема, предложенная в работе [6], но модифицированная 
для рассматриваемой задачи. 

Разностная схема. В области y  введем разностную сетку = { , 0 ,y
iy i N    

0 *= 0, = 1, = 2},Niy y y  1/2 1=i i ih y y    — шаг сетки. Пусть граница раздела фаз, 
точка =1y  совпадает с одним из узлов этой сетки; обозначим его * .iy  Наряду с 
узлами ,iy  введем потоковые точки 1/2 1= ( ) / 2,i i iy y y   = 0, 1, , 1,i N   и шаги 
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сетки 1/2 1/2= .y
i ii y y   Разностную сетку по времени обозначим как 

0 1= { = 0, = ,t
k kt t t    = 0,1, },k     — шаг сетки по времени. 

Сеточные функции температуры и концентрации будем относить к узлам 

сетки. Пусть   ( )
= , ,

j
f T C


 = , , = A, B,s l j  тогда ( , ) = .i j if y t f  Доопределим эти 

функции в интервалах между узлами: ( , ) = ( , )j i jf y t f y t  при 1/2 1/2( , ),i iy y y   
* .i i  В силу непрерывности температуры на границе раздела фаз,  * *0 0= .i iT T   

Концентрация на фазовой границе терпит разрыв, поэтому в точке *i  задаются 

два ее значения   ( )
* 0

( ) =
s j

i

jC C


 и   ( )
* 0

( ) = ,
l j

i

jC C


 
( )

,
s j

C  
( )l j

C  — равновесные концен-

трации, удовлетворяющие фазовой диаграмме системы;  ( ) ( )
* 0( , ) = ,

j j
k iC y t C   если 

* *1/2( , )i iy y y  и  ( ) ( )
* 0( , ) = ,

j j
k iC y t C   если * * 1/2( , ).i iy y y   Для единообразия в 

регулярных точках ( )i i  также будем использовать обозначения 
( )

0
j

iC   и 
( )

0 , 
j

iC   
  ( ) ( ) ( )

0 0= = .
j j j

i i iC C C   Далее тильду над   ( )
,

j
T C


 опустим. Длина зоны, удельная теп-

лоемкость, коэффициенты температуропроводности, коэффициенты диффузии 
относятся к полуцелым узлам сетки. Слева и справа от точки *i  эти функции 
постоянны и принимают значения, соответствующие твердой и жидкой фазам. 

Разностную производную по времени обозначим 
, = = ( )/ , t i t iif f f f   где 

 = ( , t )i i kf f y    [17]. Определим операторы разностного дифференцирования 
по пространству 1 1/2( ) =[ ( , ) ( , )]/ ,y i k i k if i f y t f y t h   ( ) = ( 1).y yf i f i   

Кратко приведем этапы построения разностной схемы для уравнения теп-
лопроводности (21). Детальное описание аппроксимации задачи для концен-
траций приведено в работе [6]. Проинтегрируем уравнение (21) по разностной 
ячейке 1/2 1/2[ , ] [ , ] :i i k ky y t t     

 

1/2

1/2

1/2

1/2

( ) ( ) =

= ( ) , = , .

yt ik
p p t

t yk i
yt ik

t yk i

c l T c T dydt
t y

T l T dydt s l
y l y

 
 



 
  




   
    

    
        

 

 


 (30) 

Подставим в равенство (30) сеточные функции и вычислим последователь-
но интегралы, стоящие в левой и правой части равенства: 

 
   

 

1/2
1 1/2 1/2

1/2

1/2 1/2
1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

= [ ] =

= [( ) ( )] [( ) ( )], = , .
2 2

yt y ik i
i i

t y yk i i
y y
i i

i i i i i i i i i i

I dt c l T dy c l T dy
t t

h hc l T l T c l T l T s l

 
 

 



 
     

 


 

   

  
 (31) 
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Если отрезок интегрирования 1/2 1/2[ , ]i iy y   не содержит границу раздела фаз 
*( ),i i  то 1/2 1/2= ,i ic c   1/2 1/2= ,i il l   и при вычислении интеграла нет необходи-

мости разбивать область интегрирования на отрезки, расположенные слева и 
справа от точки .iy  Представление (31) обеспечивает однородную, не завися-
щую от номера узла, форму записи разностной аппроксимации производной по 
времени. 

Интеграл от второго слагаемого в левой части (30) также разобьем на две 
части и при его вычислении учтем, что    t t( 0) = ( 0)i iT y T y     и 

t *( ) = :
ti

dy
d


  

    

   

          

  

1/2
2 1/2 t 1/2 t

1/2

1/2 t t 1/2 1/2 t 1/2 t

1/2 1/2 t 1/2 t 1/2 1/2 t 1/2

= =

= ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) .

yt y ik i
i i

t y yk i i
tk

i i i i i i
tk

ii i i i i i

I dt c T dy c T dy
y y

c T y T y c T y T y dt

c c T c T y c T y

 

 




   

     

  
   

   

       

         

  

  (32) 

Произведение  tT  в полуцелых точках вычисляется по формуле 

t 1/2 t 1/2 1( )( ) ( )( )/2.i i i iT y y T T      
Перейдем к вычислению интеграла, стоящего в правой части равенства (30). 

Тепловой поток непрерывен в регулярной точке, а на границе раздела фаз ис-
пытывает скачок, величина которого определяется из условия Стефана (22), по-
этому приближенное выражение для интеграла 3I  можно записать в виде  

 
 

1/2
3

1/2

1/2 1/2
1/2 1/2

= [ ] =

[ ( ) ( )],
t

yt i ik

t y yk i i

y y
i iii

i i

y T TI dt dy dy
y l y y l y

d T T
d l l

  

 


  
 

       
         


     

  

 

 

 

 (33) 

где ii  — символ Кронекера. 
Для интеграла источника теплоты получим следующую аппроксимацию:  

 
 

1/2
4

1/2

1/2 1/2
1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

= ( ) ( ) =

ˆ ˆ( ) ( ) .
2 2

yt y ik i

t y yk i i

i i
i ii i i i i i

dt l T dy l T dy

h hl T l T

 
     



 
     

 
     

  
         

  
 (34) 

Заменив в (30) интегралы приближенными формулами (31)–(34), получим 
умноженную на площадь ячейки дивергентную разностную схему для уравне-
ний (21):  
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 

  

1/2 1/2
1/2 1/2 1/2 1/2

1/2 t 1/2 1/2 t 1/2

*1/2 1/2 * 1/2 1/2
1/2 1/2

1/2
1/2

( ) ( )
2 2
[ ( )( ) ( )( )]=

( )

(
2

y y
i i

i i i t i i i t

i i i i

yy
ii i t i iii

i i

i
i

h hc l T c l T

c T y c T y

T T c c T
l l

h l

 
   

   

   
 




 

   

    
                   

 

 



 

 1/2
1/21/2 1/2 1/2 1/2) ( ) .

2
i

i iii i i i
hT l T

   
      



 (35) 

В регулярной точке уравнение (35) представляет собой схему с центральными 
разностями для уравнения типа конвекция–диффузия. При *=i i  к ней добавля-
ется член, обусловленный скачком термодинамических параметров на границе 
раздела фаз и выделением (поглощением) теплоты при фазовом переходе. 

Для аппроксимации граничных условий в точках 0y  и Ny  уравнение (21) 
необходимо проинтегрировать с учетом (28) по отрезкам 0 1/2[ , ]y y  и 1/2[ , ].N Ny y  
В результате получим 

 

   



 

1/21/2 1/2* 0 01/21/2 1/2 0 1/2 t 1/2 1/2 1/2 1/2
1/2 1/2

1/2
1/2 1/2 1/2 t 1/2

1/2 1/2*
1/2

1/21/2

( ) ( )( ) = ( ) ( );
2 2

( ) ( )( ) =
2

= ( )
2

y y
y

t s

y
N

N N N t N N

y
yN N

N Nl
NN

h hTc l T c T y T T l T
l

h c l T c T y

hTT T
l


   

 




  
          

 

 
      

 







 1/2 1/2 1/2( ).NN N Nl T   

  

 
Разностная аппроксимация уравнений диффузии (23) и (25):  

    ( ) ( )( ) ( )1/2 1/2
1/2 1/2 t 1/2 t 1/20 0( ) ( ) ( ) ( ) =

2 2

y y j jj ji i
i t i t i ii i

h hl C l C C y C y 
    

       
  

 
 ( ) ( )

1/2 1/2
1/2 1/2

= .
j j

y y
i i

i i

C CD D
l l

 
 

   
   
   
   
   (37) 

Аппроксимация граничных условий (29) получается, если в (37) при = 0i  и 
=i N  формально принять равными нулю члены с индексами 0 1/ 2  и 1/ 2.N   

В этом нетрудно убедиться, проинтегрировав уравнения (23) и (25) по пригра-
ничным ячейкам с учетом условий (29). 

Для решения нелинейной системы уравнений (35)–(37) применим метод 
Ньютона. Введем обозначения (A) (B) т= ( , , ) ,i ii iC C T  * *= 0, 1, ..., 1, 1, ..., ,i i i N   

* *
(A) (B)

* = ( , ,s s
i i iC C  * * *

(A) (B) т, , , ) .l l
ti i iT C C  Запишем схему (35)–(37) в операторной 

форме  
 ( ) = 0,  (38) 
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где переменные упорядочены следующим образом: 0 1 * *1= ( , , ..., , ,i i      
т

* 1, ..., ) .Ni    Определим итерационный процесс по методу Ньютона для си-
стемы (38):  
    = ,n n'       (39) 

где ( )'   — матрица Якоби системы (38); 1= ;n n    n  — номер итерации. 
На каждом шаге итерационного процесса (39) необходимо решать систему 

линейных уравнений, матрица которой имеет блочную трехдиагональную 
структуру с одним плотно заполненым столбцом, соответствующим неизвест-
ной скорости движения фронта .t  Эту систему можно записать в виде  

 

* *
1, 1 0, 1, 1

1,0 1,

* * * * * * *1, 0, 1,

= , = 0, , 1, 1, , ;
= = 0;

= .

i i i i i i i t i

N

i i i i i i i

A A A B i i i N
A A
A A A

   

 

 

         

      

 



 (40) 

Здесь 1, ,iA   0, ,iA  1, iA  — матрицы 3 3;  i  — трехкомпонентный вектор; 

*1, ,iA  *1, iA  — матрицы 3 6;  *0,iA  — матрицы 6 6;  *i  — шестикомпонент-

ный вектор. Систему уравнений (40) можно решить с помощью модифициро-
ванного метода матричной прогонки [18]. Пусть искомые i  связаны следую-
щими соотношениями:  

 
*

11 1 1

*
11 1 1

= , = 0, 1, ..., 1;

= , = , 1, ..., 1.

s s s
i i ti i i

l l l
i i ti i i

i i

i N N i
  

  

       

        
 (41) 

Здесь i
  — матрицы 3 3;  i

 , i
  — трехкомпонентные векторы ( =1, ..., ).i N   

С помощью соотношений (41) задача (40) сводится к системе уравнений на гра-
нице раздела фаз. Для этого последовательно вычислялись коэффициенты ,s

i  
,s

i  ,s
i  *= 0, 1, ..., ,i i  и ,l

i  ,l
i  *, = , 1, ..., .l

i i N N i   Затем с использованием 
коэффициентов * ,s

i
  * ,s

i
  * ,s

i
  * ,l

i
  * ,l

i
  *

l
i
  из уравнений, соответствующих гра-

нице раздела фаз *( = ),i i  исключим неизвестные * 1,i   * 1.i   В результате по-
лучим систему из шести уравнений с шестью неизвестными * ,i  которая реша-
ется методом Гаусса. По найденным неизвестным *i  с помощью прогоночных 
соотношений (41) вычислим приращения *, 0 < ,i i i   и * < ,i i N  ,sl  ,ll  t  
на (n + 1)-й итерации по методу Ньютона. 

В качестве критерия окончания итерационного процесса используем усло-
вие  

 1 2< ,n      (42) 

где 1,  2  — величины, определяющие точность сходимости итераций. 
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Алгоритм решения задачи (38) на каждом временном слое состоит из при-
веденных ниже этапов. 

1. Вычисление элементов матрицы Якоби ( )'   и правых частей ( ).   
В качестве начального приближения для искомых величин используется реше-
ние с предыдущего временного слоя. 

2. Определение прогоночных коэффициентов , , .      Сведение исход-
ной задачи к системе из шести уравнений на границе раздела фаз.  

3. Расчет (A)
0 ,sc  (B)

0 ,sc  0T , ,t  (A)
0 ,lc  (B)

0 .lc  Решение шести линейных 
уравнений на границе раздела фаз.  

4. Вычисление искомых функций *, 0 <i i i   и *< ,i i N  ,sl  ,ll  .t   
5. Проверка условия сходимости итераций по методу Ньютона.  
6. Переход на следующий шаг по времени.  
Результаты расчетов. В качестве примера использования разработанного 

алгоритма приведем результаты моделирования процессов роста и растворения 
соединений 1A B C,x x  фазовая диаграмма системы подробно описана в работе 
[19]. Совместное определение полей температуры, концентраций и положения 
фронта кристаллизации позволяет задавать начальные данные естественным 
образом, без предварительного согласования.  

Изотермический рост. Для получения кристалла в режиме изотермическо-
го роста, насыщенный при температуре 1T  раствор компонентов A и B в рас-
плаве C приводится в контакт с затравкой состава 1A B C,x x  и выдерживается 
при постоянной температуре 0 1= .T T T  Величина > 0T  называется степе-
нью пересыщенности расплава. Поскольку жидкая фаза пересыщена, начинает-
ся процесс кристаллизации. Основная особенность такого режима — рост кри-
сталла постоянного состава. 

Рассматривалась затравка состава 10 0A B C,x x  0 = 0,2,x  толщиной =sl  

= 30 мкм, длина жидкой фазы =15ll  см, радиус ампулы 0,5 см, = 10T  K, 
0 = 783T  K, * = 500,i  * 4= 5 10 ,N i   = 0,1 ,Dt  = 5Dt с, 12= 5 10sD   см2/с, lD   

5= 5 10  см2/с, 3= 441 10s
pc   Дж/(г·K), 3= 393 10l

pc   Дж/(г · K), =s   
22 10   (см2·Вт)/(г·K), 2= 8 10l   (см2·Вт)/(г·K). В этом расчете боковая по-

верхность ампулы считалась теплоизолированной, температура на торцах ампу-
лы постоянна и равна 0.T  Распределения концентрации компонентов AC в 
твердой фазе, компонентов A и B в жидкой фазе приведены на рис. 2. Посколь-
ку раствор является пересыщенным, в жидкой фазе выстраивается концентра-
ционный градиент, способствующий росту кристалла постоянного состава 

= 0,184.ex  Температура на фронте кристаллизации не изменяется, поэтому со-
став на границе жидкой фазы также остается постоянным. 

Известны экспериментальные данные о составе выросшего кристалла. Зависи-
мость состава твердой фазы от степени первоначального пересыщения раствора 

T  приведена в работах [20–22]. Расчеты проводились для = 2, 5, 7, 10T  K.  
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Рис. 2. Содержание AC в твердой фазе и состав жидкой фазы при изотермическом росте 
0( = 0,2,x  1 = 0 ,Dt t  2 =30 ,Dt t  3 =100 ,Dt t  4 = 300 )Dt t  

Падение содержания AC на один градус 
пересыщения 0( ) ,ex x x T     а также 
аппроксимация полученных результатов 
линейной функцией представлены на  
рис. 3. Мольная доля AC в кристалле убы-
вает с ростом температуры .T  Зависи-
мость ex ( T ) с хорошей точностью опи-
сывается функцией 0, 2 0, 0016 ,ex T    
что согласуется с данными, приведенными 
в работах [20−22]. 

Отметим следующие достоинства ис-
пользуемого вычислительного алгоритма. 
Во-первых, возможность задания на-
чальных данных для расчетов естествен-
ным образом. При изотермическом ре-

жиме выращивания в начальный момент состав расплава не равновесен затрав-
ке, т. е. концентрации веществ в твердой и жидкой фазах не удовлетворяют 
уравнениям фазовой диаграммы. Однако для предложенного алгоритма в рас-
смотренном диапазоне параметров не требуется специального согласования 
начальных данных, о котором, например, упоминается в работах [7, 23, 24]. Во-
вторых, численный метод является консервативным. Выполнение закона сохра-
нения массы контролировалось на каждом шаге по времени. Масса каждого 
компонента оставалась постоянной с точностью, определяемой точностью ре-
шения системы уравнений.  

Рис. 3. Зависимость содержания AC в 
выросшем кристалле от степени пере- 
     сыщения раствора    

1 — аппроксимация; 2 — результаты расчета 
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Рост в условиях принудительного 
охлаждения. В начальный момент вре-
мени затравка 1A B Cx x  приводится в 
контакт с равновесным ей раствором 
A−B−C. Температура на торцах ампулы 
изменяется по закону: 0( ) = ,T t T t  где 

0T  — начальная температура соедине-
ния;   — скорость охлаждения; t  — 
время; боковая поверхность ампулы 
теплоизолированная. Вследствие пони-
жения температуры раствор становится 
пересыщенным, начинается процесс кри-
сталлизации. Распределение состава твер-
дой фазы на момент времени  при раз-
личных значениях скорости =10t  мин 
охлаждения   приведено на рис. 4, 
начальная толщина твердой фазы составляет 1 см. В расчетах число узлов в твер-
дой фазе составляло * 4=5 10 ,i   остальные параметры приняты такими же, как и в 
предыдущих расчетах. С увеличением скорости   рост кристалла происходит 
быстрее. Так, при = 0,1  K/мин за 10  мин толщина твердой фазы увеличивается 
на 1 мкм, а при = 0,5  K/мин — на 4, 9  мкм. Кроме того, содержание AC в твер-
дой фазе снижается, поскольку кристаллизация происходит при более низкой тем-
пературе [20, 21]. 

Проведено исследование влияния теплообмена между боковой поверхностью 
ампулы и окружающей средой на процесс кристаллизации. На торцах ампулы зада-

вали условия охлаждения, а на боковой 
поверхности — условия контактного теп-
лообмена (11). Результаты расчетов пока-
зали, что если температура окружающей 
среды ниже, чем температура внутри ам-
пулы, то теплообмен выступает в качестве 
дополнительного механизма охлаждения, 
поэтому рост кристалла происходит 
быстрее (рис. 5). Таким образом, темпера-
туру окружающей среды можно исполь-
зовать как дополнительный регулятор 
скорости роста кристалла. 

Рост кристалла из недосыщенного 
раствора. При температуре 0T  недосы-
щенный раствор компонентов A и B  
в расплаве C, равновесный твердой фазе 

0x  при температуре 1 0= ,T T T  поме-

Рис. 4. Распределение состава твердой 
фазы на момент времени t = 10 мин 

  мин,  K) при 
скорости охлаждения 0,1 (1), 0,25 (2),  
                         0,5 (3) K/мин 

Рис. 5. Зависимость скорости движения 
границы раздела фаз от времени  

 Вт/(K · см2),  K/мин,  
 K) при температуре окружающей 

среды = 780 (1), 773 (2) K и при  
                          изоляции (3) 
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щается в ампулу, на дне которой расположена затравка состава 0 01A B C.x x  Торцы 
ампулы охлаждаются по закону 0( )=T t T t  до температуры 2 ,T  затем система 
выдерживается при постоянной температуре. Здесь > 0T  характеризует степень 
недосыщения жидкой фазы. Боковая поверхность ампулы теплоизолированная1. 
При таком режиме выращивания насыщение раствора происходит как за счет 
понижения температуры, так и за счет растворения затравки, в результате кото-
рого в жидкую фазу поступает дополнительный материал (рис. 6). С течением 
времени раствор в окрестности границы раздела фаз становится насыщенным, и 
продолжающееся понижение температуры приводит к смене растворения ростом 
кристалла при =10,5 t  мин. Вблизи фронта кристаллизации выстраивается кон-
центрационный градиент, способствующий росту кристалла ( = 14, 5t мин). 

Эволюция состава в системе на этапе, когда охлаждение ампулы прекраще-
но, представлена на рис. 7. Расчеты показывают, что происходит рост кристалла 
постоянного состава. При этом предварительное подрастворение подложки 
приводит к тому, что в твердой фазе присутствует зона, в которой концентра-
ция AC заметно отличается от начального состава подложки. Высота и ширина 
концентрационного «всплеска» уменьшаются с течением времени за счет диф-
фузии в твердой фазе. Вследствие большой длины ампулы и достаточно малого 
коэффициента диффузии в жидкой фазе в окрестности фронта кристаллизации 
наблюдается зона локального пересыщения раствора. 
__________________ 

1 В расчетах использованы те же параметры, что и для изотермических режимов.  

Рис. 6. Содержание AC в твердой фазе и состав жидкой фазы соединения  K,
           K/мин,  при t = 1 с (1), 1 мин (2), 10,5 мин (3) и 14,5 мин (4)  



Об одном методе решения задачи кристаллизации многокомпонентного раствора… 

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2017. № 5 133 

Рис. 7. Содержание AC в твердой фазе и состав жидкой фазы соединения на этапе роста 
эпитаксиального слоя постоянного состава ( =10T  K, = 0,5  K/мин, 0 = 0,207)x   
                                                    при t = 23 (1), 35 (2) и 52 (3) мин 

 
Заключение. Рассмотрена самосогласованная модель кристаллизации трех-

компонентного раствора в цилиндрической ампуле. Модель учитывает движе-
ние фронта кристаллизации и диффузионный тепломассоперенос в твердой и 
жидкой фазах. Предложен метод решения термодиффузионной задачи Стефана, 
основанный на совместном решении системы уравнений, описывающей про-
цессы тепломассопереноса и движение фронта кристаллизации. В результате 
использования неявной разностной схемы и совместного решения уравнений с 
помощью метода Ньютона, построенный метод обладает значительным запасом 
устойчивости и гарантирует получение надежных результатов для широкого 
класса фазовых диаграмм. Консервативные свойства алгоритма позволяют про-
водить численное моделирование режимов смены растворения ростом. Пред-
ложенный метод применялся для решения задачи о кристаллизации трехком-
понентного раствора, однако он очевидным образом обобщается на случай кри-
сталлизации раствора с произвольным числом растворенных компонентов. 
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Abstract Keywords 
The paper presents a self-consistent model of multicompo-
nent alloy crystallization in a cylindrical ampule. The 
mathematical model accounts for the heat and matter 
transfer in both solid and liquid phases. We described the 
system by the interface position and radially average tem-
perature and concentrations. Special efforts are required to 
solve a corresponding one dimensional phase transition 
problem in multicomponent alloy. To handle evolution of 
solid/liquid interface, the moving boundary problem is 
mapped to a new coordinate system. We obtained a con-
servative and implicit finite difference scheme in a new 
coordinate system with control volume technique and 
constructed a fully implicit coupled approach. Further-
more, we solved a corresponding set of nonlinear equations 
by Newton method for the unknown vector, whose com-
ponents are concentrations of all species, interface rate and 
temperature. The proposed method was used for numerical 
simulation of the crystallization process of А–В–С solution 

Stefan problem, phase transition, 
mathematical simulation 
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