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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрена задача Дирихле для однородной сильно- 
эллиптической системы второго порядка с постоянными 
коэффициентами, другими словами, для дифферен-
циального уравнения в частных производных вида 

, = 0,f  где f  —  комплекснозначная функция, а 
2 2

, = ( ) ( ) .  Здесь ,  — опера-
торы Коши — Римана;  —  тождественный оператор; 

: z z  — оператор комплексного сопряжения; ,  — 
параметры, такие, что , ( 1,1).  Для таких систем 
получены формулы интеграла типа Пуассона, функции 
Грина и решения задачи Дирихле в круге и эллипсе спе-
циального вида. Оператор ,  является возмущением 
оператора Лапласа ,  а решение задачи Дирихле для 
уравнения , = 0f  получено в виде суммы ряда по 
степеням параметра .  Функции, являющиеся коэффи-
циентами соответствующего ряда, могут быть найдены в 
результате решения «рекуррентной» последовательности 
задач Дирихле для обычных уравнений Лапласа и Пуас-
сона 
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Введение. В работе рассмотрены однородные эллиптические системы диффе-
ренциальных уравнений в частных производных второго порядка в 2  с посто-
янными коэффициентами, т. е. системы вида  

 
2 2 2

2 2

0
2 = ,

0
u

A B C
vx x y y

 (1) 

где ,A  ,B  C  — постоянные вещественные матрицы 2 2.  Эллиптичность си-
стемы (1) означает [1], что биквадратичная характеристическая форма  
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 2 2
1 2 1 21 2( , ) := det( 2 )F A B C  (2) 

с вещественными 1  и 2  обращается в нуль только при 1 2= = 0.  Эллиптиче-
ская система (1) называется сильноэллиптической [2–5], если соответствующая 
ей квадратичная форма  

 1 2 1 2( , ) := det ( 2 )Q A B C  (3) 

не обращается в нуль при вещественных 1,  2  с условием 2
21 .  

Геометрически условие эллиптичности означает, что кривая второго по-
рядка, задаваемая в плоскости 1 2( , )  уравнением 1 2( , ) = 0,Q  не пересекается 
с параболой 2

2 1= ,  а условие сильной эллиптичности — что она расположена 
именно во «внешности» этой параболы. 

Для данного подмножества E  обозначим через ( )C E  пространство, со-
стоящее из всех непрерывных на E  комплекснозначных функций. Напомним 
постановку классической задачи Дирихле для системы (1). Пусть  — ограни-
ченная область в 2.  Для заданной функции ( )h C  требуется найти функ-
цию 2( ) ( ),f C C  такую, что пара функций Re , Imu f v f  удовлетво-
ряет в области  системе уравнений (1). Сильная эллиптичность является  
критерием того, что задача Дирихле для системы (1) имеет не больше одного  
решения (см. например, [4]). 

Основная цель настоящей работы — получение новых явных формул для 
интеграла типа Пуассона, функции Грина и решения задачи Дирихле в единич-
ном круге для систем (1). Кроме того, развитая в работе техника позволяет по-
лучить такие формулы для областей, ограниченных эллипсами специального 
вида. 

Каноническое представление. Как показано, например, в работе [6], любая 
эллиптическая система вида (1) может быть приведена к следующему канониче-
скому двухпараметрическому виду:  

 

2

2 2 2

2 2
2

1 0 0 0 0
= .

0 1 010 0

u
vx x y y

 (4) 

Параметр 0  называют показателем симметрии, а параметр (0,1]  — 
показателем эллиптичности. Сильноэллиптическим системам соответствуют 
значения показателя симметрии > 0.  При соотношении параметров 2<  
или >1 такие системы называются симметричными, или симметризуемыми 
[6, 7], поскольку они приводятся к виду, в котором все матрицы ,A  ,B  C  одно-
временно симметричны; при 2 < <1 системы называются несимметричными. 
Если 2=  или =1,  то соответствующая система распадается на два уравне-
ния, одно из которых не зависит от другого, так что решение системы сводится 
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к последовательному решению двух уравнений; ее принято называть треуголь-
ной, ввиду того, что в этом случае матрица B  становится треугольной. 

Приведение эллиптической системы (1) к каноническому виду (4) осу-
ществляется в два шага. Первый шаг — определение двух комплексно сопря-
женных пар 1,  1  и 2,  2  корней биквадратичной характеристической фор-
мы (2), другими словами, форму представляют в виде 

  1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 2( , ) = det ( )( )( )( ).F A  

Второй шаг — применением подходящего (невырожденного) дробно-
линейного преобразования [6, 9] 

 ( ) = , 0,az bL z ac b
z c

 (5) 

переводим характеристические корни 1,  2  в точки мнимой оси:  
 1 2( ) = , ( ) = ,L i L i  (6) 

причем значение  заранее не известно. 
После описанного дробно-линейного преобразования использованием под-

ходящей линейной комбинации уравнений полученной системы, а также ли-
нейного преобразования зависимых переменных u, v приходим к системе вида 
(4). Отметим, что фигурирующие в ней функции u и v отличаются от одноимен-
ных функций в исходной системе (1) на упомянутое линейное преобразование в 
плоскости зависимых переменных. 

От матричной формы (4) записи эллиптической системы теперь удобно пе-
рейти к комплексной форме. Для этого предварительно умножим все матрицы 
системы (4) слева на матрицу  

 
2 0

,
0

1

 

после чего эта система приобретет симметричный вид  

 
2 2 22 2
2 2

0 00 1 0
= .1 0 00 0

(1 ) 1

u
vx x y y

 (7) 

Введем комплексную функцию =f u iv  и сложим первое уравнение си-
стемы (7) со вторым, умноженным на мнимую единицу .i  Получившееся урав-
нение можно записать в следующем виде: 
 2(1 )( ) ( ) (1 )( ) ( )f z f z  
 2(1 )( ) ( ) (1 )( ) ( ) = 0,f z f z  (8) 

где = ;z x iy ,  — операторы Коши — Римана, 
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 1 1= , = .
2 2

i i
x y x y

 

При  уравнение (8) можно разделить на (1 )( )  и, введя новые па-
раметры  

 1= , = ,
1

 (9) 

переписать его в виде  

 2 2
, ( ) := ( ) ( ) ( ) ( ) = 0.f z f z f z  (10) 

Поскольку 

 1 1 1= , = ,
1 1 1

 

сильноэллиптической системе соответствует уравнение (10) со значениями па-
раметров | |<1,  | |<1.  Кроме того, сильная эллиптичность имеет место и при 
одновременном выполнении условий | |>1,  | |>1.  Этот случай сводится к 
первому посредством деления уравнения (10) на  и замены 1/ ,  

1/  и .f f  Отметим также, что симметризуемым системам (4) соответ-
ствует уравнение (10) с параметрами | |>| |.  

В случае сильной эллиптичности уравнение (10) можно рассматривать как 
возмущенное комплексное уравнение Лапласа ( ) = 4 ( ) = 0f z f z  с малыми па-
раметрами  и .  Кроме того, специальный интерес представляют частные 
случаи системы (10), отвечающие нулевым значениям параметров  или .  

Значению = 0  соответствует система (10), которая называется кососим-
метрической [6, 7]. Она получается при сведении к каноническому виду систе-
мы (1) с матрицами следующего вида:  

 1 2 1 2 1 2

2 1 2 1 2 1
= , = , = .

a a b b c c
A B C

a a b b c c
 

Систему с такими матрицами можно записать в виде 2 = 0,xx xy yyaf bf cf  
где 1 2= ,a a ia  1 2= ,b b ib  1 2=c c ic  — (постоянные) комплексные коэффици-
енты. 

При значении параметра = 0  система (10) превращается в хорошо извест-
ную систему Ляме, играющую важную роль в плоской теории упругости [8] с 
коэффициентом Пуассона ,  связанным с параметром  соотношением 

=1/(4 5),  а также в систему уравнений продольных деформаций пластинок 
(или плоского напряженного состояния [8]), для которой = (1 )/(5 ).  

Поскольку коэффициент Пуассона принимает значение в интервале 10, ,
2

 то 

и система Ляме, и система уравнений продольных деформаций пластинок яв-
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ляются сильноэллиптическими: для системы Ляме параметр 1 1, ,
3 5

 а 

для уравнений продольных деформаций 3 1, ,
11 5

 так что в обоих случа-

ях | |<1.  
Вид общего решения и фундаментальное решение. Рассмотрим диффе-

ренциальный оператор, фигурирующий в уравнении вида (10): 

 2 2
, = ,  (11) 

где  — тождественный оператор, действующий в пространстве ;� : z z  — 
оператор комплексного сопряжения. При ,  с условием | | | |  опреде- 
лим линейный оператор , := ,  который обратим, причем 1

, =
12 2

,| | | | .  
Уравнение (10) удобно записать в виде  

 , 1,( ) = ( ) = 0.f z f z  (12) 

Из эллиптичности уравнения (12) следует, что если U  — открытое множе-
ство в ,  функция ( )f C U  удовлетворяет на множестве U  уравнению (12) в 
смысле теории обобщенных функций (распределений), то функция f  является 
вещественно аналитической в U  и удовлетворяет уравнению (12) в классиче-
ском смысле [5, глава III]. 

Необходимое представление для решений уравнения (10) нетрудно полу-
чить из (12) [10]. Примем 1,= ( ) = .z z z z  

Предложение 1. Пусть  — область в 2 ,  а ( ).f C  Функция f  удо-
влетворяет уравнению (10) в  (в обобщенном, а следовательно, и в классиче-
ском смысле) тогда и только тогда, когда она представима (в ) в виде  

 
( ) = ( ) ( ) ( ), 0;

( ) = ( ) ( ) ( ), = 0,

f z F z G z G z

f z F z G z zG z
 (13) 

где ,F  G  — функции, голоморфные в областях 1,  и  соответственно. 
Обозначим через ,  фундаментальное решение для оператора , .  

Напомним, что ,  — такая обобщенная функция (распределение), что 
, , 0| = | = (0)d  для любой функции 0 ( ),C  где через |F  обо-

значено действие распределения F  на функцию ;  0  — дельта-функция Ди-
рака с центром в нуле. Далее понадобятся следующие явные формулы для фун-
даментального решения ,  сильноэллиптического уравнения. 

Предложение 2. Для оператора ,  с параметрами | |<1,  | |<1  фунда-
ментальное решение имеет вид  
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, 2

0, 2

1( ) = log( ) log , 0;
(1 )

1( ) = log( ) .
(1 )

zz z z
z

zz zz
z

 (14) 

Отметим, что в случае 0  существуют и фиксируются некоторые одно-
значные вещественно-аналитические в \ {0}  ветви соответствующих много-
значных логарифмов. 

В предложении 2 фундаментальное решение ,  имеет вид 1 2( ) ( ) ,F z F z  
где 1,F  2F  — соответствующие (обобщенные) функции. Последнее означает, что 

, 1 2| = | | .F F  
В связи с формулировкой предложения 2 необходимо отметить, что при-

ращение (полярного) аргумента у функций z z  и /z z  при обходе вокруг точ-
ки = 0z  равно нулю, а формулу для фундаментального решения при = 0  мож-
но получить из формулы для случая > 0  формально, с помощью предельного 
перехода при 0.  

Интеграл Пуассона и функция Грина в круге. Первый основной результат 
настоящей работы — явное выражение для решения задачи Дирихле для урав-
нения , ( ) = 0f z  в случае | |<1,  | |<1  в единичном круге ,  являющееся 
обобщением классической формулы Пуассона для гармонических функций. 

Теорема 1. Пусть | |<1,  | |<1.  Решение задачи Дирихле для уравнения 
, ( ) = 0f z  в единичном круге  с заданной граничной функцией ( )h C  име-

ет вид  
 ,( ) = ( , ) ( )| |f z z h d  (15) 

с ядром  

 
2

, 2
1 | | 1( , ) =

2 | |
zz

z
 

 
1

1 1 1
=0 2 1

( 1) (2 ( 1) ) ( ) .
( ( 1) )( ( 1) )( ( 1) )

n n n n n n n

n n n n n n n n n
n n

z
z z z

 (16) 

◀ Функцию ,f  заданную формулами (15), (16), можно переписать в виде 
(13) с аналитическими компонентами  

 1 ( )( ) =
2

h dF z
i z

 

 
1

2 1 2 1
1 1 1

=1 2 1 2 1

( ) ( ) ( ) ( )
( 1) ( 1)

nn n n n
n n

n n n n n n
n n n

h d h d
z z

  (17) 

и  
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1 1 1

1 1 1
=0

( ) ( ) ( ) ( )1( ) = .
2 ( 1) ( 1)

nn n n n

n n n n n n
n

h d h d
G z

i z z
 (18) 

Отметим, что все ряды в формулах (17), (18) сходятся равномерно при 
( , )z  (в формуле (18) необходимо вынести из-под суммы слагаемое, со-
ответствующее = 0,n  и рассматривать его отдельно). Приводя в (17) и (18) дро-
би к общему знаменателю, получаем  

 

2 1 2 1

2

1 1 1
=1

1 ( )( ) =
2
(1 ) ( )

;
( ( 1) )( ( 1) )n n

n n n

n n n n n n
n

h dF z
i z

h dz
z z

 

 
1 1

1 1 1
=0

( 1) ( )
( ) = ,

2 ( ( 1) )( ( 1) )

n n
n

n n n n n n
n

h dzG z
i z z

 

Откуда легко заметить, что соответствующие ряды при | |<1  мажорируются 
сходящимися геометрическими прогрессиями. 

Согласно (17), (18), функция ,f  определенная в (15), имеет вид (13) и, сле-
довательно, удовлетворяет в единичном круге  уравнению , = 0.f  

Можно проверить, что при любых , z  с условием z  выполнено 
, ( , ) = 0.z  

Для завершения доказательства теоремы остается показать, что если ,h A  
A  — постоянная функция на ,  то формулы (13), (17), (18) дают решение 
соответствующей задачи Дирихле .f A  Имея это утверждение, можно завер-
шить доказательство теоремы тем же стандартным способом, который приме-
няется для доказательства классической формулы Пуассона для уравнения 
Лапласа (см., например, работу [11]). 

Итак, пусть ( ) =h A  при всех ,  тогда  

 1( ) =
2

AdF z
i z

 

 2 1 2 1

2 1

1

1 1 1
=1 2 1

( ) ( )
.

( 1) ( 1)
n n

n

nn n n n

n n n n n n
n n

Ad Ad
z z

  (19) 

Согласно теореме о вычетах, при n = 2m  

 
2 1 2 1

2 1
1

2 1

1 1:= = = ,
2 ( 1) 2

n n

n

n

n n n n n
n

d d
I N

i z i z
 

где N  — число различных решений уравнения 2 1 = 0n
n z  относительно 

неизвестного  при , .z  Решим это уравнение. Выпишем отдельно веще-
ственную и мнимую части уравнения, полагая = ,ie  а = :iz re  
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2 1

2 1
(1 )cos = (1 )cos ;
(1 )sin = (1 )sin .

n n

n n
r
r

 (20) 

Разделив второе уравнение на первое, найдем  

 
2 1

2 1
1 1tg = tg ,
1 1

n

n  

отсюда  

 
2 2

2 2
1= arctg tg .
1

n

n  

Возводя в квадрат каждое уравнение из (20), а затем складывая их, определяем  

 
2 2

2 22 2 2 2

cos sin= <1.
1 1

n
n n

r  

Таким образом, уравнение 2 1 = 0n
nz  имеет ровно одно решение в единич-

ном круге, т. е. =1.N  
При = 2 1n m  имеем  

 
2 1 2 1

2 1 2 1
1

1 1:= = = ,
2 ( 1) 2

n n

n n

n

n n n n n

d d
I N

i z i z
 

где N  — число различных решений уравнения 2 1 = 0n
nz  относительно 

неизвестного  при , .z  С помощью выкладок, аналогичных изложенным 
выше, нетрудно проверить, что и в рассматриваемом случае =1,N  так что для 
произвольного номера n получаем = ( 1) .n

nI  
Следовательно,  

 1
=1

1( ) = = .
2

n
n

n n
n

dF z A I I A A
i z

 

Кроме того, при ( )=h A  для всех ,  с учетом того, что = ( 1)n ni i  и 
применением теоремы о вычетах, для компоненты G  находим  

 

1 1 1

1 1 1
=0

1 1
1 1

=0

( ) ( )1( ) = =
2 ( 1) ( 1)

1= ( 1)
2 ( 1)

nn n n n

n n n n n n
n

n n
n n n

n

Ad Ad
G z

i z z
Ad

i z

 

 1 1
1

=0

1( 1) = (( 1) ( 1) ) = 0.
2 ( 1)

n n
n n n n n

n n n
n

Ad
A

i z
 

В результате получаем ( )= ,f z A  .z  Таким образом, теорема доказана. ▶ 
Следует отметить, что решение рассматриваемой задачи Дирихле также 

можно записать в виде  
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 1( ) = log
2 1

zf z d
i z

 

 
1

2 1
1 1=0

( )( ( 1) )
log ( )

( 1) )( ( 1)

n n n n n
n n

n n n n n nn

z
h

z z
 (21) 

или в виде  

 1( ) = ( ) ( , ),
2

f z h d P z
i

 (22) 

где, в свою очередь, ядро формулы P  представляется как сумма ряда  

 
=0

( , ) = ( , ) n
n

n
P z P z  (23) 

по параметру  с коэффициентами  

 
0

1
2 1

1 1= 1

( , ) = log ;
( )( )

( 1)1( , ) = log , 1,
( 1) ( 1)

k k kn k n
n n k k k k k kk n

zP z
z z

z
P z n

z z

 (24) 

который сходится равномерно при ,  .z  Из формул (23), (24) следует 
представление функции f  в виде  

 
=0

( ) = ( ) ,n
n

n
f z f z  (25) 

где  

 1( ) = ( , ) ( ),
2n nf z d P z h

i
 (26) 

причем функции nf  удовлетворяют уравнениям  

 
2

0

2 2 2
1

( ) = 0;

( ) = ( ), =1,2, ,n n

f z

f z f z n
 

и граничным условиям 0 | = , | = 0, 2.nf h f n  При этом ядра nP  при всех 
фиксированных значениях  удовлетворяют уравнениям  

 
2

0

2 2
1

( , ) = 0;

( , ) = ( , ), 1,n n

P z

P z P z n
 (27) 

(дифференцирование относится к переменной z) и граничным условиям  

 ( , ) = 0, .nP z z  (28) 
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Путем последовательного решения уравнений (27) при граничных условиях 
(28) можно построить приведенное в теореме 1 решение рассматриваемой зада-
чи Дирихле. Отметим, что ядро 0P  было найдено в работе [9], где построен ин-
теграл Пуассона для оператора ,  для случая = 0;  этот результат получен 
путем разложения решения по параметру .  

Интеграл Пуассона (15), (16) существенно упрощается при значениях пара-
метров = 0  или = 0.  

Следствие 1. Решение задачи Дирихле для уравнения ,0 ( ) = 0f z  с парамет-
ром | |<1  в единичном круге  с граничной функцией ( )h C  представляется 
интегралом  

 
2(1 | | )1( ) = ( )| | .

2 ( ) ( )
z

f z h d
z z z

 (29) 

Следствие 2. Решение задачи Дирихле для уравнения 0, ( ) = 0f z  в единич-
ном круге  с заданной граничной функцией ( )h C  записывается в следую-
щем виде:  

 2
2 2

1 1 2( ) = (1 | | ) ( ) | | .
2 | | ( )

zf z z h d
z z

 (30) 

Теорема 2. Пусть функция f  удовлетворяет в единичном круге  уравне-
нию , = ,f g  где ( )g C  и | |<1,  | |<1,  а на его границе совпадает с функ-
цией ( ).h C  Тогда в  функция f  представляется в виде ( dA  — элемент 
площади)  
 , ,( ) = ( , ) ( )| | ( , ) ( ) ( )f z z h d z g dA  (31) 

с ядром Пуассона , ,  определенным согласно (15), и функцией Грина  

 , ,( , ) = ( ) ( , ) ( , ),z z F z G z  (32) 

где ,  — фундаментальное решение, заданное формулой (14),  

 
2

=0
2 2 1 2 2 1 2 2

1 2 1 2 1 1 2 1 1 2

1( , ) =
(1 )

(1 ) ( 1) (1 ) ( )log
(1 ( 1) )(1 ( 1) )

n

n
n n n n n n n

n n n n n n n n n n

F z

z z
z z z z

 

 n  (33) 

и  

 2
=0

1( , ) =
(1 )

n

n
G z  

 
1 1 2 1 2

1
1 1 1 2 1 2

(1 ( 1) )(1 ( 1) )log ,
(1 ( 1) )(1 ( 1) )

n n n n n n n
n

n n n n n n n
z z

z z
 (34) 
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причем в формулах (33), (34) при = 0n  под знаком логарифма целиком игнориру-
ется содержимое тех скобок, внутри которых встречается параметр  в от-
рицательной степени.  

◀ Формулы (32)–(34) выводят следующим образом. Функцию Грина 
, ( , ),z удовлетворяющую при всех z  условиям  

 , , 0

,

( ) ( , ) = ( ), ;
( , ) = 0, ,

z z
z

�
 (35) 

ищем в виде суммы  

 , , ,( , ) = ( ) ( , ),z z z  (36) 

а оператор ,  удовлетворяет, как следует из (35), условиям  

 , ,

,,

( ) ( , ) = 0, ;

( , ) = ( ), .

z

z z
 (37) 

Для решения задачи (37) удобнее всего применить формулу (21), предвари-
тельно записав при   

 

, 2

2

2

1( , ) = log( ) log log( ) =
(1 )

1= log ( ) log log( ) =
(1 )

1= log 1 log(1 ) log 1 .
(1 )

z z z z

z z z z

z z z z

 

Найдя функцию ,  и подставляя в (36), получаем функцию Грина , .  ▶ 
Следствие 3. При значении параметра = 0  функция Грина для единичного 

круга принимает вид  

 ,0 2 2

( ) 11( , ) = log ,
(1 ) 1

z z z
z

z z z
 (38) 

а при = 0   

2 2

0,
( )1 | | 1 | | 22 1( , ) = log .

1 1 1 1 ( )
z z zz zzz

z z z z z
 (39) 

Дополнение. С помощью полученного решения задачи Дирихле в единич-
ном круге  для сильноэллиптических операторов ,  удается построить ре-
шение и в специальных эллипсах вида  
 2 2 2 2= {( , ) : (1 ) (1 ) <1}x y x y  
с границей 2 2 2 2= {( , ) : (1 ) (1 ) =1}.x y x y  

Конструкция решения основана на следующем вспомогательном факте. 
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Лемма 1. Пусть функция f  удовлетворяет на множестве U  уравне-
нию , = 0,f  где 0 <| |<1.  Тогда функция 1

,11,
= f  удовлетворяет на 

множестве ,1=U U  уравнению , = 0.  
◀ В самом деле поскольку , = 0f  на множестве ,U  то функция f  на этом 

множестве представляется в виде (13), откуда получаем  

 
2

21,
( ) := ( ) = ( ) ( ) = ( ) ( ) 1 ( ).z f z f z f z F z F z G z  (40) 

Пусть ,1= ( )=U z z z z  и обратно 1
,1 2= ( ) = .

1
z zU z z  Легко прове-

рить, что  

 2= , = .
1

zz z z  

Тогда из (40) находим  

 
2

1
,1 2 2( ) = ( ) = ( ) ( ) 1 .

1
zz z F z F z G  (41) 

Обозначив  

 
2

2 2( ) = 1 , ( ) = ( ),
1
zF z G G z F z  

переписываем (41) в виде ( ) = ( ) ( ) ( )z F z G z G z  с голоморфными 

функциями F  и ,G  из которого ясно, что функция  удовлетворяет уравне-
нию , = 0  на множестве .U  ▶ 

Теорема 3. Решение задачи Дирихле для уравнения , ( ) = 0f z  с парамет-
рами | |<1,  | |<1  во внутренности  эллипса  при заданной граничной 
функции ( )h C  дается формулой  

 
( )( )1( ) = log

2
z z

f z d
i z

 

 
2 1

1 1 1 2
2 1

1
1 1 1 1 2=1

( ) (1 )
( 1) log ( ).

( ) (1 )n

n n n nn n
n n

n n n nn

z z
h

z z
 (42) 

◀ Пусть сначала | | | |  и функция f  удовлетворяет уравнению , = 0f  в 
области .  Тогда, согласно лемме, функция 1

,11,
= f  удовлетворяет 

уравнению , = 0  в единичном круге ,1= ,  поэтому она может быть 
найдена по формуле (21) с заменой в ней параметра  параметром .  Тогда 
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функция f  находится по обратной формуле (имеющей место при | | | | ) 
1

,1
1,

= ,f  причем интеграл по окружности  заменяется соответству-

ющим интегралом по эллипсу ,  что приводит к формуле (42), которая остает-
ся верной и при | |=| | .   

Отметим, что при = 0  область  совпадает с единичным кругом ,  а 
формула (43) с помощью предельного перехода превращается в (30). ▶ 

Теорема 4. Пусть функция f  удовлетворяет во внутренности  эллипса 
 уравнению , = ,f g  где ( )g C  и | |<1,  | |<1,  а на самом эллипсе  

совпадает с функцией ( ).h C  Тогда в области  функция f  записывается 
в виде , ,( ) = ( , ) ( ) | | ( , ) ( ) ( ).f z z h d z g dA  

Заключение. Приведено каноническое представление для эллиптических 
систем (1), имеющее вид возмущения уравнения Лапласа по двум параметрам, 
которые являются малыми в случае сильной эллиптичности. Для эллиптических 
систем канонического вида приведены явные формулы для общего и для фун-
даментального решений. Для сильноэллиптических систем найдены интеграл 
Пуассона и функция Грина в круге и эллипсе специального вида. Эти результа-
ты получены методом решения задачи Дирихле по степеням одного из малых 
параметров. 
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Abstract Keywords 
The paper deals with Dirichlet problem for a homogeneous 
strongly elliptic second-order system with constant coef-
ficients, in other words, for a partial differential equation  of 
the following kind , = 0,f  where f  is a complex-valued 
function, and 2 2

, = ( ) ( ) .  Here ,
 are Cauchy — Riemann operators;  is an identity opera-

tor; : z z  is a complex conjugation operator; ,  are 
such parameters, that , ( 1,1).  For such systems, inte-
gral formulas of the Poisson type, Green's function and solu-
tions of Dirichlet problem in a circle and an ellipse of a special 
form are obtained. The ,  operator is a perturbation of 
Laplace operator ,  and the Dirichlet problem solution for 
the equation , = 0f  is obtained as a sum of a series in 
powers of the parameter .  Functions that are coefficients of 
the corresponding series can be found by solving the "recur-
rent" sequence of Dirichlet problems for the ordinary Laplace 
and Poisson equations 
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