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Аннотация Ключевые слова 
Исследованы возможности и область применимости 
нелинейного определяющего соотношения для вязко-
упругопластичных разносопротивляющихся материалов 
с двумя произвольными материальными функциями в 
одномерном случае. Соотношение нацелено на описание 
комплекса основных реологических эффектов, типич-
ных для материалов, обладающих наследственностью и 
высокой чувствительностью к скорости деформирова-
ния (полимеры, их расплавы и растворы, композиты, 
твердое топливо, асфальтобетон, титановые и алюмини-
евые сплавы, углеродные и керамические материалы при 
высоких температурах и др.), имеющих выраженную 
стадию установившейся ползучести, «площадку текуче-
сти» на диаграмме деформирования и предел текучести, 
зависящий от скорости деформирования. Аналитически 
изучены в общем виде качественные свойства кривых 
релаксации, порожденных этим определяющим соот-
ношением (как при мгновенном нагружении, так и с 
начальной стадией деформирования): условия моно-
тонности и выпуклости; скорость релаксации; асимпто-
тика; равновесное значение напряжения; их зависимо-
сти от параметров программ деформирования и харак-
теристик обеих материальных функций. В результате 
выявлены необходимые ограничения на материальные 
функции, обеспечивающие адекватное описание типич-
ных свойств кривых релаксации широкого класса мате-
риалов. Обнаружены два основных случая, в которых 
определяющее соотношение обладает существенно раз-
личными свойствами и моделируемый материал (при 
длительном деформировании) ведет себя как жидкость 
или твердое тело 
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Нелинейная модель Максвелла, первичные ограничения на материальные 
функции. Рассмотрим изотермические одномерные процессы, характеризуемые 
в точке тела историей напряжения ( )t  и (логарифмической) деформации ( ),t  

0.t  Связь между процессами ( )t  и ( )t  зададим по аналогии с реологиче-
ской моделью Максвелла, т. е. постулируем, что деформация ( )t  разлагается в 
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сумму упругой и вязкопластической компонент, каждая из которых зависит от 
(безразмерного) напряжения ( ),t  но нелинейно:  

 ;e v  ( ) / ;e F E  ( ) / .v V  (1) 

 Определяющее соотношение (ОС) (1) содержит две материальные функции 
(МФ) — ( );F x  ( ),V x  ( , ),x  0,  0  (возможны случаи ,  

) — и две постоянные: модуль упругости 0E  и коэффициент вязкости 
0.  Параметры E  и  выделены из МФ F  и V  для удобства сопоставления с 

линейной моделью Максвелла (получающейся при ( ) ( ) )V x F x x и учета вли-
яния температуры в форме ( ),E E T  ( )T  [1]. Если  и  конечны, они 
могут быть интерпретированы как пределы прочности при растяжении и сжа-
тии. Процесс ( ),t  0,t  предполагается кусочно-непрерывным и кусочно-
гладким (при 0t  полагаем, что 0).  Обезразмеривание напряжения можно 
проводить делением на cE  или на характерное напряжение материала (пределы 
прочности  или ,  текучести и т. п.), безразмерное время вводится делени-
ем на время релаксации линейной модели Максвелла / .r E  

 Материальная функция ( )F x  определяет закон упругого деформирования 
( ) / .e F E  Поэтому минимальные первичные ограничения на ( )F x  (естествен-

ные с позиции феноменологии и минимальные математические) таковы: ( ),F x  
( , )x  — непрерывная (строго) возрастающая функция с кусочно-непре-

рывной производной, такая, что (0) 0F  (тогда ( ) 0,x F x  т. е. sgn ( )F x  
sgn ).x  Последние два условия обеспечивают совпадение знаков упругой дефор-

мации e  и напряжения, а также отсутствие упругой деформации при нулевом 
напряжении. Строгое возрастание ( )F x  равносильно требованию увеличения e  с 
ростом .  Из возрастания ( )F x  следует существование обратной функции 1f F  
на промежутке ( ; ),y y  где : sup ( ) ( 0),y F x F  : inf ( ) ( 0).y F x F  Диф-
ференцируемость требуется для определения скорости упругой и полной дефор-
мации. 

 Функция вязкости ( )/V x  задает в ОС (1) связь напряжения со скоростью 
вязкопластической компоненты деформации (регулирует чувствительность 
напряжения к скорости деформации, наследственные свойства и скорость дис-
сипации). Очевидно, чем больше | ( )| / ,V  тем меньше вязкое сопротивление 
(больше | |v  и | |  при том же ) и тем ближе поведение моделируемого мате-
риала к поведению жидкости («кажущаяся вязкость» задается обратной к V  
функцией ( ),W y  точнее, функцией ( )/ :w W y y  ( )vW  и ( ) : /v v  

( ) / ( )).v v vW w  Минимальные первичные ограничения на ( )V x  [1–5]: 
( ),V x  ( , )x  — непрерывная (нестрого) возрастающая функция, такая, 

что (0) 0V  (тогда ( ) 0).V x x  Возможен случай ( ) 0V x  на некотором отрезке 
[ , ] ( , ),  0,  0,  ;  тогда при [ , ] (1) моделиру-
ет (нелинейно) упругое поведение материала, а ,   — пределы упругости 
материала при сжатии и растяжении (см. далее). 



Нелинейная модель вязкоупругопластичности типа Максвелла…

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2017. № 6 33 

 Далее будет показано, какие следствия вытекают из принятых ограничений 
на МФ, какими общими свойствами кривых ползучести, релаксации и дефор-
мирования ОС (1) они управляют, моделирование каких реологических эффек-
тов обеспечивают или запрещают. Сопоставление обнаруженных свойств теоре-
тических кривых ОС (1) с типичными свойствами кривых квазистатических 
испытаний широкого класса вязкоупругопластичных материалов приводит к 
необходимости наложения дополнительных ограничений на МФ F  и V  для 
обеспечения адекватного описания типичных экспериментальных кривых и 
основных термомеханических эффектов [1–5]. 

 Для материалов с одинаковым поведением при растяжении и сжатии (у ко-
торых совпадают не только мгновенные упругопластические свойства и диа-
граммы деформирования, но и пределы прочности, а также кривые ползучести 
и релаксации при растяжении и сжатии) ,  и МФ должны быть нечет-
ными, их можно задавать лишь при (0, )x  и продолжать на ( , 0)  по 
формулам ( ) (| |)sgn( ),F x F x x  ( ) (| |)sgn( )V x V x x  (при этом обеспечивается 
непрерывность производных и потому — единый касательный модуль в нуле, 
так как (0 0) (0 0)F F ).  

 Если материалы при растяжении и сжатии ведут себя не одинаково (это 
может проявляться только при релаксации и ползучести, хотя мгновенные 
упругопластические свойства и начальные участки диаграмм деформирования 
одинаковы, например, у титановых и алюминиевых сплавов [6, 7]), то необхо-
димо «склеивать» обе МФ из двух ветвей на (0, )  и ( , 0).  Их можно опреде-
лить, например, по семействам кривых ползучести при сжатии и растяжении.  

 Определяющее соотношение (1) можно записать как в интегральной, так и 
в дифференциальной формах: 

 1

0
( ) ( ( )) ( ( )) ,

t
t E F t kV d  или ;Π  (2) 

 1 ( ) ( ),E F kV  0,t  (3) 

где 1: .k  Наличие интегрального члена в (2) свидетельствует об учете в ОС 
предыстории нагружения, т. е. о наличии памяти у модели. 

 К ОС (2) применена техника качественного анализа определяющих соот-
ношений для вязкоупругопластических материалов, разработанная ранее в ра-
ботах [1–3, 8–10] и др. В общем виде выведены (в виде неявных функций, инте-
гралов и рядов, зависящих от параметров и МФ) уравнения семейств всех ос-
новных кривых одномерного ОС (2), аналитически изучены их качественные 
свойства в зависимости от МФ F  и V  при минимальных априорных ограниче-
ниях на последние [1–5]. На основе их сопоставления с набором типичных ка-
чественных свойств базовых экспериментальных квазистатических кривых ши-
рокого класса вязкоупругопластичных материалов (с целевым списком модели-
руемых термомеханических эффектов) выведены минимальные необходимые 
феноменологические ограничения на две МФ, обеспечивающие адекватное опи-
сание экспериментальных кривых, выявлены эффекты, которые ОС принципи-
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ально не могут описать ни при каких МФ, и эффекты, которые могут быть опи-
саны при определенных дополнительных ограничениях, наложенных на МФ. 
Настоящая работа посвящена первому этапу анализа ОС (2) — исследованию 
свойств, порожденных им кривых релаксации (КР). 

 В работе приняты следующие сокращения и обозначения: ( ; )  — об-
ласть определения МФ ( )F x  и ( )V x  ОС (1); 1;f F  1: ;k  / 1/( );r E kE  
ДУ — дифференциальное уравнение; 0( 0)y x  — предел функции ( )y x  справа в 
точке 0.x x  

Родственные модели. Общая тензорная формулировка нелинейных ОС 
максвелловского типа для (больших деформаций) вязкоупругих сред, родствен-
ных ОС (2), описание кинематики, термодинамические аспекты и способы кон-
кретизации ОС изучены в работах [11–17]. Поскольку внимание авторов работ 
[11, 12, 14–17] было сосредоточено на описании поведения жидкостей, они об-
суждали эксперименты и эффекты, присущие жидкостям (расплавам и раство-
рам полимеров и т. п.), не рассматривали кривые ползучести, релаксации и де-
формирования, порождаемые ОС (2) и родственными ему, не адресовали ОС 
вопросы, специфичные для механики деформируемого твердого тела. 

Частный случай ОС (2) с ( )F x x  и строго возрастающей ( )V x  формально 
совпадает с вырожденным вариантом модели VBO (viscoplasticity based on over-
stress) [18], когда задано нулевое равновесное напряжение ( ).g  

Наиболее простой и популярный (в теории ползучести, вязкопластичности, 
реологии полимеров, динамике неньютоновских жидкостей) закон течения — сте-
пенной 1 n

v  (Norton — Bailey model, Norton viscoplastic law), т. е. частный  

случай ОС (2) с ( ) 0,F x  1( ) ,nV x x x  1.n  Его используют для моделирования 
зависимости скорости установившейся ползучести от напряжения [7, 19–22], тече-
ния степенных жидкостей [23] и течения материалов в состоянии сверхпластично-
сти [24–26] (наряду с обобщением вида ( ) ( ) ( ) ,m Nt K t t  1,m  0).N Ограни-
чение 1n  — условие псевдопластичности среды [23], т. е. условие убывания ка-
жущейся вязкости с ростом напряжения. К псевдопластическим средам относятся 
расплавы и растворы полимеров, мазуты и битумы, кровь и плазма, пищевые и 
фармацевтические эмульсии, кремы, пасты, мази и т. п.  

 Зафиксировав 1( ) nV x x x  в (3), получим модель 

 1 1 1( ) | |nE F  (4) 

с одной МФ и параметрами 0,E  0  и 1n  — показатель, регулирующий 
вязкость, степень ее нелинейности и чувствительность напряжения к скорости 
деформации. В работе [1] доказано, что показатель скоростной чувствительно-
сти диаграмм деформирования ( , )a  ОС (4) с постоянными скоростями a  

 1lg | ( , ) |
( , ) :

lg | |
a

m a a
a a
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(играющий важную роль в описании сверхпластичности) всегда убывает с уве-
личением .n  

 Зафиксировав ( )F x x  в ОС (4), получим модель с линейной упругостью и 
степенной вязкостью (назовем ее полулинейной):  

 1 1 1| | .nE  (5) 

Она содержит только три материальных параметра. Именно эта модель ближе все-
го к модели ( ) ( ) ( ) ,m Nt K t t  0,N  традиционно используемой для описания 
сверхпластического течения и ползучести с деформационным упрочнением  
[6, 7, 19, 24–26], но теоретические кривые модели (5) лучше и полнее описывают 
данные испытаний материалов в сверх- и предсверхпластичном состояниях, и сфе-
ра ее применимости гораздо шире, чем сверхпластичность [1–5]. 

 Модель (5) применена в ряде работ для описания экспериментальных кри-
вых ползучести и решения конкретных задач [19, 20, 27–29]. В монографии [24] 
она примерялась к моделированию сверхпластичности. В работе [30] исследо-
ваны кривые ползучести и обратной ползучести параллельного соединения двух 
полулинейных моделей вида (5) с различными показателями .n   

Однако систематическое исследование в общем виде (для произвольных МФ 
, )F V свойств всех теоретических квазистатических кривых (релаксации, ступен-

чатой ползучести, деформирования при постоянных и кусочно-постоянных  
скоростях деформации и нагружения, циклического нагружения и др.), порожда-
емых ОС (2), — даже при малых деформациях в одноосном случае — и их сравне-
ние с типовыми свойствами экспериментальных кривых, отсутствуют в литерату-
ре по вязкоупругости, ползучести, реологии и механике полимеров, в частности,  
в работах [7, 11–30] и [31–35]. Например, в монографии [20] для описания ползу-
чести стержней использована полулинейная модель (5), но ничего не говорится  
о принципиальных качественных ограничениях: например, о том, что при любом 
показателе степени n она описывает только релаксацию напряжений к нулю  
(не может описать кривые релаксации с отличным от нуля предельным значени-
ем напряжения при t  [1]), характерную, прежде всего, для класса сред, про-
являющих (при больших временах и медленных процессах) свойства жидкостей 
[31, 36]. 

 Работы [1–5], настоящая статья и последующие — попытка восполнить этот 
пробел, выявить арсенал возможностей ОС (2), индикаторы его (не)примени-
мости, феноменологические ограничения на МФ и способы их идентификации. 
Хотелось бы подвергнуть ОС (2) и порождаемые им теоретические кривые более 
детальному и систематическому изучению, точнее очертить круг реологических 
явлений и спектр материалов, которые оно может описывать, выявить каче-
ственный характер зависимости МФ и параметров от температуры, обеспечива-
ющий описание типичных результатов изотермических испытаний на релакса-
цию, ползучесть и деформирование с постоянной скоростью. Соотношение (2) 
управляется двумя МФ, потому его арсенал возможностей и область адекватности 
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гораздо шире, чем у классической линейной модели Максвелла и степенного за-
кона течения, управляемых двумя параметрами. Соотношение (2) может быть 
нацелено на описание комплекса основных термомеханических эффектов, кото-
рые типичны для материалов, обладающих наследственностью, разносопротив-
ляемостью и высокой чувствительностью к скорости деформирования (полиме-
ры, их расплавы и растворы, композиты, твердое топливо, асфальтобетон, тита-
новые и алюминиевые сплавы, углеродные и керамические материалы при высо-
ких температурах и др.), имеющих выраженную стадию установившейся ползуче-
сти, «площадку текучести» на диаграмме деформирования и предел текучести, 
зависящий от скорости деформирования, — материалов, проявляющих (в опре-
деленных структурных состояниях и при определенных режимах деформирова-
ния) свойства как твердого тела, так и жидкости. В частности, ОС (2) (и его мо-
дификации) могут быть полезны для моделирования поведения материалов, 
находящихся в состоянии сверхпластичности. 

Базовые свойства определяющего соотношения (2). Установим некоторые 
свойства нелинейного оператора : ( ) ( )t tΠ  из ОС (2) (записанного в 
форме ),Π  которые следуют из общих математических ограничений, 
наложенных на МФ F  и ,V  и подтверждают их необходимость и значимость. 

 1. Если ( ) 0t  при *,t t  то и 0,  *t t  (так как (0) 0F  и (0) 0).V   
Если ( ) 0t  в некоторой правой окрестности точки *t t  (например, 

*( 0) 0),t  то ( ) 0t  в этой правой окрестности точки *t  (ибо ( ) 0,F x  
( ) 0V x  при 0x ).  

 2. Если ( ) 0,t  *[0, ],t t  то ( ) 0t  при *.t t   
 3. Если на некотором интервале ( )t  положительна и возрастает, то ( )t  

тоже возрастает на этом интервале (первое слагаемое в (3) положительно, а вто-
рое неотрицательно, поскольку ( ) 0F x  и ( ) 0V x  при 0x ). 

 4. Скачок напряжения в некоторый момент *t t  вызывает скачки дефор-
мации (2) и ее скорости. Интегральное слагаемое ( )v t  в (2) сохраняет непре-
рывность и в точках разрыва ( )t  (ибо ( )V x  непрерывна), скачок деформации 
обеспечивается только первым слагаемым:  

 2 1( ) ( ) /F F E  (6) 

(индексами «1» и «2» обозначены пределы функций слева и справа в точке 
*).t t  Скачок скорости деформации в момент *t t  найдем предельными пе-

реходами в (3):  

  
1 1

1 1 1 1 2 2 2 2

1
2 1 2 2 1 1 2 1

( ) ( ); ( ) ( );
( ) ( ) ( ) ( ) .

E F kV E F kV
E F F k V V

  (7)  

 5. Оператор Π  переводит любую кусочно-непрерывную функцию ( ),t  
*[0, ],t t  в кусочно-непрерывную функцию ( )t  с теми же точками разрыва 
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первого рода, непрерывную — в непрерывную, а кусочно-дифференцируемую 
( )t  — в кусочно-дифференцируемую ( )t  (к точкам излома ( )t  могут доба-

виться еще точки, порожденные разрывами ( )).F x  
 6. Оператор Π  монотонен: если 2 1( ) ( )t t  при *,t t  то 2 1( ) ( )t t  при 
*.t t  Поскольку МФ возрастают, 2 1( ( )) ( ( ))F t F t  и 2 1( ( )) ( ( )),V t V t  таким 

образом, при любом *t t  оба слагаемых в (2) будут больше для второго процесса.  
 7. Оператор Π  аддитивен для процессов с дизъюнктными носителями: ес-

ли ( ) 0i t  при [0; )\ it A , ,i jA A  то ( ) ( )i it tΠ Π  (сумма мо-
жет быть счетной). Этим свойством обладают оба оператора-слагаемых в (2). 
Оно полезно при определении отклика на ступенчатую программу нагружения 
и другие кусочные процессы [2, 4]. 

 8. Оператор Π  коммутирует с операторами сдвига по времени 
0 0: ( ) ( ) :t y t y t tT  для любого 0 0t  0 0t tΠT T Π  на множестве кусочно-непре-

рывных функций ( )y t  (из области определения Π ), таких, что ( ) 0y t  при 0.t  
Другими словами, оператор Π  инвариантен относительно (полугруппы) сдвигов 
по времени: если ( ) ( ),t tΠ  то 0 0( ( )) ( ).t t t tΠ  Доказывается заменой 

0u t  в интеграле (2), записанном для 0( ) : ( ).t t t  
 9. Наложенные на МФ ОС (2) в п. 1 первичные ограничения обеспечивают 

термодинамическую согласованность модели, т. е. положительность работы 
напряжений в произвольном процессе деформирования и неотрицательность 
диссипации (соблюдение диссипативного неравенства). Действительно, работа 
напряжений ( )  в процессе деформирования ( ),  связанном с ( )  соотно-
шением (3), выражается формулой 

 1
1 2

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

t t t
A d E F d kV d W W t  (8) 

где 
( )/

1
1

0 0
( ) : ( ) ( ) ,

F E
W E xF x dx f Ez dz  1

2
0

( ) : ( ) ( ( ))
t

W t V d  — энер-

гия упругой деформации и диссипация; 1f F  — обратная функция.  
 В силу непрерывности МФ ( )V x  и ограничения ( ) 0V  при 0  спра-

ведливо неравенство 2( ) 0W t  при всех 0.t  Равенство 2 *( ) 0W t  возможно 
лишь в случае, когда ( ) 0V x  на некотором отрезке [ , ] ( , ),  0,  

0,   и ( ) [ , ] для всех *t  (т. е. модуль напряжения не пре-
вышает пределов упругости, и ОС (2) моделирует упругое поведение материала). 
Энергия 1( ) 0W  при 0  в силу ограничения ( ) 0F x  (и 1

1 ( ) ( )W E F  
0  при 0 ). Очевидно, энергия упругой деформации 1( )W  не зависит от про-

цесса, а только от конечного состояния, характеризуемого значением  (или упру-
гой деформацией ( )/e F E ). 

Свойства семейства кривых релаксации модели. Условие выпуклости кри-
вых релаксации. Кривые релаксации (КР) ОС (1) — интегральные кривые 
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0( ; , )t t  дифференциального уравнения (3) с заданной деформацией ( )t  
const  при 0:t t   

 1 ( ) ( ) 0,E F kV  или 1 ( ),r g  (9) 
где 0 0t  — продолжительность начальной стадии нагружения (rise time), т. е. 
стадии выхода деформации ( )t  на постоянный уровень 0,  /r E

1/( ) 0,kE  
 ( ) : ( ) / ( ),g x V x F x  ( , ).x  (10) 

Очевидно, (0) 0g  (если (0 0) 0F ) и sgn ( ) sgn ( ) sgn ;g x V x x  ( )g x  — 
кусочно-непрерывная функция на ( , )  (так как ( ) 0,F x  ( )F x  кусочно-
непрерывна, а ( )V x  непрерывна), ее точки разрыва ix  совпадают с точками 
разрыва ( )F x  (если они есть). В точках пресечения с прямыми ix  решения 
ДУ (9) могут иметь излом.  

 Для индивидуализации конкретной КР 0 0( , ; , )t t  необходимо, кроме 
значений 0  и 0 0,t  задать начальное значение напряжения 0 0( ) 0t  
(так, что 0 0).  Если 0 0t  (т. е. деформация считается мгновенной: 

( ) ( )),t h t  то 0 (0 )  совпадает с упругим напряжением: 0( ),E F  или 
0 ( ),f E  1.f F  Если 0 0,t  то 0  зависит от истории ( )t  при 0[0; ]t t  и 

его вычисление требует использования ОС (2), (3). 
 Рассмотрим случай | ( ) | 0V  при 0.  Тогда автономное уравнение (9) 

имеет ровно одну точку равновесия 0  (ибо ( ) 0V  только при 0);
( ) 0t  — особое решение уравнения (9). Другие интегральные кривые (9)  

(с начальным значением 0 0( ) 0)t  не могут пересекать эту прямую по тео-
реме единственности решения задачи Коши для обыкновенного ДУ, если ( )g x  
удовлетворяет ее предпосылкам в некоторой окрестности точки 0x  (доста-
точно, например, выполнения условия Липшица для ( );g x  это можно обеспе-
чить, потребовав существование непрерывных производных ( )V x  и ( )F x  при 

0x  и (0) 0).F  Таким образом, ( )t  сохраняет знак (задаваемый знаком 0).  
 Поскольку ( ) 0g x  при 0,x  для любой интегральной кривой ДУ (9) с по-

ложительным начальным значением 0 0( )t  ( 0)  будет ( ) 0t  (при 
0[ ; )t t  или 0 *[ ; )),t t t  т. е. КР с 0 0  убывает при всех 0t t  (как и экспе-

риментальные КР всех стабильных материалов с 0 ). Аналогично любая КР с 
0 0  возрастает (и ( ) 0t ), так как ( ) 0g x  при 0.x  

 При t  0 0( , ; , ) 0t t , т. е. любая КР ОС (1) с 0 0  (при условии, 
что она продолжается на весь луч 0[ ; )t ) имеет горизонтальную асимптоту 

0.  Действительно, поскольку КР с 0 0  ( 0)  монотонно убывает и огра-
ничена снизу на 0[ ; ),t  существует предел 

0( , )
lim ( ) inf ( ) : 0

t t
t t  (зави-

сящий от параметров 0 0; , );t переходя к пределу при t  в тождестве (9), 
получаем 0 ( )/ ( ),EkV F  отсюда ( ) 0V , т. е. 0  (здесь ( )F  — 
предел ( )F  справа, если она имеет разрыв в точке ). 
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 Отметим, что наличие разрыва первого рода у ( )F x  в точке 0x  для опи-
сания разномодульности материалов нарушает предпосылки теоремы суще-
ствования и единственности решения задачи Коши для ДУ (9) в точках прямой 

0,  и тогда нельзя гарантировать ( ) 0t  для всех КР: возможно *( ) 0t  в 
некоторый момент * ;t t  в таком случае необходимо потребовать отличие 
от нуля пределов (0 0)F  или хотя бы существование конечных пределов 
функции ( ) / ( )V x F x  при 0 0,x  чтобы скорость релаксации *( )t   

1 1
*( ( )) (0)r rg t g  была конечной. Однако даже в этом случае ( ) 0,t   

т. е. КР может лишь «уткнуться» в прямую 0,  но не может ее пересечь  
(в противном случае производная 1( ) ( ( ))rt g t  изменяла бы знак в точке 

*t t  и *t  была бы точкой экстремума ( ),t  но это противоречило бы смене 
знака ( )t  в точке *).t  

 В испытаниях стабильных материалов на релаксацию КР с 0  всегда вы-
пуклы вниз, поэтому теоретические КР с 0  (или 0 0 ) должны быть выпуклы 
вниз, т. е. функция ( )t  должна возрастать ( ( ) 0,t  если существует). В силу (9) 
это равносильно возрастанию ( ) :g x  из (9) имеем 1 2( ) ( ) ( ) ( ),r rt g g g  
но ( ) 0g  при 0  и потому ( ) 0 ( ) 0t g  (а ( ) 0 ( ) 0t g ). По 

(10) 
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g x V x F x V x F x F x (если существуют ( )V x и ( )),F x  
потому ( ) 0g x  равносильно неравенству 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0,V x F x V x F x  (11) 
или ( ) / ( ) ( ) / ( ),V x V x F x F x  (0, ),x  или [ln ( )] [ln ( )] .V x F x  Это допол-
нительное ограничение, которое необходимо наложить на МФ ОС (1), чтобы 
обеспечить выпуклость вниз КР ОС (1) с 0.  

 Условие выпуклости КР с 0  (т. е. 0 0 ) вверх ( ) 0t  тоже равносильно 
(11) (т. е. ( ) 0g x ), но в области ( , 0)x  (так как ( ) 0,F  а множитель ( )V  в 
(10) изменяет знак: ( ) 0V x  и ( ) 0g x  при 0x ). Теперь условие возрастания МФ 

( )g x  (11) эквивалентно ( ) / ( ) ( ) / ( )V x V x F x F x  при ( , 0).x  Выполнение 
условия (11) на ( , )  равносильно  
 | ( ) / ( )| | ( ) / ( )|,V x V x F x F x  ( , ).x  

 Если у некоторой КР ОС (1) есть точка перегиба, то в ней ( ) 0t  и ее ор-
дината  удовлетворяет уравнению ( ) 0,g  или ( ) ( ) ( ) ( ) 0.V x F x V x F x  
Тогда все КР 0 0( , ; , )t t  с произвольными 0 0, ,t  имеют точку перегиба на 
прямой .  

 Если (11) справедливо не на всем интервале ( , ),  а только при 
( , ) ( , ),x a b  то выпуклыми будут лишь КР (и их участки), лежащие в по-

лосе ( ) .a t b  Если известно, что для КР всегда | ( ) | ,t  т. е. 0| |  для 
некоторого min{| |, },  достаточно требовать (11) при | | .x   
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 Для ОС (1) с ( )F x x  (11) равносильно ( ) 0.V x  Для ОС со степенными 
МФ ,NF Ax  nV Bx  с , 0,n N  условие (11) на любом интервале (0, )  рав-
носильно 1n N  ( 0n  для полулинейной модели (5) с 1).N  

 Для экспонент ( 1),xF A e  ( 1)xV B e  с , , , 0A B  условие (11) вы-
полнено на всей полуоси 0x  тогда и только тогда, когда .  Действитель-
но, из (11) 1( 1) ,x xe e  или 1( 1) 1xe  для 0;x  так как xe  неогра-
ниченно возрастает, условие выпуклости КР (11) выполняется для всех 0x  
лишь при .  

 Для МФ tg( ),V F A x  , 0,A  0,5 / ,  имеем ( ) / ( )V x V x  
2(1 tg )/ tg ,x x  ( ) / ( ) 2 tgF x F x x  и неравенство (11) дает 21 tg 0,x  

т. е. [0; / 4).x  Таким образом, для таких МФ нельзя гарантировать выпол-
нение условия (11) при всех 0,5 / ,x  и выпуклыми вниз будут только те КР, 
которые полностью лежат в полосе | ( )| 0,25 / ,t  а остальные КР будут иметь 
точку перегиба с ординатой 0,25 / .  

 Кривые релаксации для tg 0,5V F x  ( 1,A  / 2)  с 0 0t  и 0,5; 1;  
2; 3; 4; 5; 10; 20; 30; 40; 100  приведены на рис. 1, а: условие выпуклости (11) рав-
носильно [0; 0,5],x  при 1 значение 0 0,5  еще не выходит за границы ин-
тервала выпуклости КР (голубые линии — КР с 0,5  и 1), а при 1  — вы-
ходит, и КР обретает точку перегиба (с ординатой 0,5).  С увеличением  воз-
растает 1

0 ( ) arctg( / ),f E E A  КР смещается вверх и убывает все медлен-
нее; при  1

0 / 2 1.  
 Если | ( ) | 0V  в полосе, где лежит искомое решение ( )t  ДУ (9) (доста-

точно при всех 0),  то переменные в (9) разделяются и можно выписать ре-
шение задачи Коши с произвольным начальным условием 0 0( ) 0:t   

 0 0
0

0

1

( )

0 0 0
( )

( ) ;

( ) , , или ,
( ) ( ( ))

t

r
t

F

r r
F

g d dt

d yF xt t d x t t t t
V x V f y

 (12) 

где 1.f F  Уравнение (12) задает семейство КР 0( ; , ),R t t  0 ,t t  в неявном 
виде 0( ; , )t r t  (с безразмерным временем / ).rt  Параметр  входит в 
уравнение КР через начальное значение 0 0( ) .t   

 Если 0 0,t  то 0( ),E F  0 ( ),f E  и КР (12) имеют вид 

 
( )

( ) ,
( )r

f E

F xt d x
V x

 или 
( )

.
( ( ))

E

r
F

d y
t

V f y
 (13) 

 Если 0 0,t  то 0  зависит от истории деформирования на начальной ста-
дии ( ),t  0[0; ],t t  и вычисляется с помощью (2), (3). Например, для ( ) ,t at  
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0[0; ],t t  0/ ,a t  необходимо решить ДУ (3) с заданной ( ) :t a  это даст 

уравнение 
0( )

1
1

0 1 ( ) ( ( ))

F dyE
a V f y

 для определения 0( )F  и 0 ,  можно 

доказать [1], что оно имеет единственное решение 0 0( , )a  и справедлива 
оценка 0( , ) ( ),a v a  где 1.v V  

Рис. 1. Кривые релаксации для tg 0,5V F x  ( 1,A  / 2)  с 0 0t  и 0,5; 1; 2;  
3; 4; 5; 10; 20; 30; 40; 100  (а) и кривые релаксации (13) с 0 0t  и 1; 2; 3  для трех  
                                           моделей с 1E  и разными парами МФ (б) 

  
Поскольку / 0, то чем больше ,  тем выше лежит вся КР 

0 0( , ; , ).t t  Действительно, продифференцировав тождество (13) по ,  полу-
чим  

 0

0

( ) ( )0 ( ) ;
( ) ( )

F F f E E
V V

    0

0

( ) ( )
( ) 0,

( ) ( )
F V

E f E
F V

 

так как 0( )/ ( ) 0,V V  0F  и 0.f  
 Кривые релаксации (13) с 0 0t  и 1; 2;3  для трех моделей с 1E  и 

разными парами МФ (и различными тройками значений 0 ( )f E ) приведены 
на рис. 1, б: кривые голубого цвета — КР для ( 1),xV F A e  , 1,A  0,x  
кривые черного цвета —  КР для ,nV F x  2,n  кривые синего цвета — КР для 

nV F x  с 6,n  штриховая линия красного цвета — КР линейной модели 
Максвелла (для 1).n  

 Время релаксации нелинейной модели (2) находится из (12) и условия 

1
0 0( ) / :t e  

0

0 /

( ) .
( )r

e

F x d x
V x

 Очевидно, 0( )  возрастает с увеличе-

нием / 0r E  и убыванием 0: 1 1
0 0 0( ) [ ( ) ( / ) ] 0,r g g e  если  

выполнено неравенство (11) — критерий выпуклости КР и возрастания функ-
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ции (10). Если 2 1( ) ( )V x V x  или 2 1( ) ( )F x F x  (вязкость второго материала 
меньше или жесткость больше), то 2 1.  

 Исследуем поведение КР при ( ) 0,t  т. е. предел интеграла (12) при 
0.  У подынтегральной функции (12) есть особенность в точке 0x  вслед-

ствие условия (0) 0V  (в частности, при (0 0) 0).F  
 Если интеграл  

 
0

0

0

0
0

( ) ( )( )
( ) ( )

F x F xI d x d x
V x V x

 (14) 

расходится, то все КР (12) с произвольными , 0 0,t  (как при мгновенном 
нагружении, так и с начальной стадией деформирования) определены на всем 
луче 0[ ; )t  и при t  обладают горизонтальной асимптотой 0.  Напри-
мер, если существует предел (0 0) 0,V  т. е. ( ) ( )V x Ax o x  при 0 0x  с 

0,A  и (0 0) ,F  то интеграл (14) расходится по признаку сравнения 
1 1( ( ) / ( ) ( )F x V x Cx o x  при 0 0).x  Это верно и в более общем случае, 

когда требуется только ( )/ ( ) ( )m mF x V x Cx o x  при 0 0x  с показателем 
1m  (возможно (0 0) 0V  и (0 0) ).F  
 Если интеграл (14) сходится, то КР с произвольными , 0 0,t  достигает уров-

ня 0  в некоторый момент 0 0* ( ) ,rt t I  и ОС моделирует материал с 
полной релаксацией напряжения за конечное время 0* .t t  Если (0 0) 0,F   
то в силу (9) *( 0) 0,t  т. е. КР гладко склеивается с продолжением ( ) 0t  при 

*.t t  Так будет, например, при ,nV x  1.n  Если (0 0) 0F  и предел 
( ) / ( )F x V x  при 0 0x  конечен (т. е. существует предел *( 0) 0),g t  то подын-

тегральная функция ограничена в точке 0,x  0( ) ,I  но *( 0)t  

*( 0) 0.r g t  
 Так, для степенных МФ ,NF Ax  nV Bx  с , 0n N  (в частности, полули-

нейной модели (5)) интеграл (14) расходится и КР обладают асимптотой 0  
при ,t  если выполнено условие ( 1 ) 1,N n  т. е. .n N  Последнее 
условие жестче, чем критерий выпуклости всех КР ОС (2) со степенными МФ: 

1.n N  В случае ( 1; )n N N  КР с 0 0  выпуклы вниз, но интеграл (14) (от 
,mCx  1 (0;1)m n N ) сходится и напряжение релаксирует до нуля за ко-

нечное время 1
0 0 0 0* ( ) ( ) ,N n

r rt t I t C N n  /C A B  (очевидно, 0*( )t  
возрастает). В случае 1n N  формула для 0*( )t  сохраняется (особенность в 
интеграле (14) исчезает и 1

*( ) (0 ) ),rt g  но КР меняют направление 
выпуклости и не отражают адекватно экспериментальные данные для структур-
но-стабильных материалов.  

Случай ( ) 0V x  в окрестности нуля (упругость при малых напряжениях). 
Требования к материальным функциям можно немного ослабить и тем самым 
расширить семейство моделей и круг описываемых эффектов. Можно разрешить, 
чтобы ( ) 0V x  на некотором отрезке [ , ],  0,  0,   
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(например, задав ( )nV B x  при ,x  1n ). Тогда в силу (2) при 
[ , ]  среда будет деформироваться упруго: 1( ) ( ( )),t E F t  вязкость 

бесконечна, диссипации и гистерезиса нет, релаксация и ползучесть отсутствуют 
(пределы упругости на сжатие и растяжение ,  совпадают с порогами 
ползучести), диаграмма деформирования не зависит от скорости, остаточная 
деформация после разгрузки отсутствует. При  (или ) начнут 
проявляться вязкопластические свойства: модель станет описывать (устано-
вившуюся) ползучесть, релаксацию, скоростную чувствительность, гистерезис, 
накопление необратимой деформации, рэтчетинг и т. п. 

 Кривые релаксации при 0t t  — решения ДУ (9), где ( ) 0g x  при 
[ , ].x  Поэтому все КР 0 0( ; , , )t t  с начальным значением 0 [ , ],  

т. е. с [ ( ) / , ( ) / ]F E F E  (так как 0 ( ),f E  1f F ) будут при 0t t  го-
ризонтальными «прямыми» 0( )t  (а на начальной стадии деформирования 

( ) ( ( )),t f E t  0 ,t t  если ( ) [ ( ) / , ( ) / ]t F E F E ).  
 Если 0 [ , ]  (например, 0 ,  т. е. ( ) /F E ), то релаксация 

происходит, ( ) 0t  при 0t t  (так как ( ) 0g x  в (9) при x ) и уравнение 
КР имеет вид (12) до тех пор, пока ( ) .t  У подынтегральной функции (12) 
есть особенность в точке x  из-за условий ( ) 0V  и ( ) 0.F  Если не-
собственный интеграл  

 
0

0
0

( ) ( )( , )
( ) ( )

F x F xI d x d x
V x V x

 (15) 

сходится (т. е. сходится интеграл от 1/ ( )V x  по отрезку 0[ , ] ), то КР с произ-
вольными 0 0t  и 0  (т. е. ( ) /F E ) достигает равновесного уровня 

 за конечное время 0 0( , ) ,f rt t I  а в дальнейшем ( )t  
const .  В силу (9) ( 0) 0,t  т. е. КР гладко склеивается с продолжением 
( )t  при .t t  Интеграл (15) сходится, например, для ( ) ,nV x  ,x  

1.n   
 Если интеграл (15) расходится, то все КР с 0  (и при мгновенном 

нагружении, и с начальной стадией деформирования) определены на всем луче 
0[ ; ),t  ( ) ,t  а при t  имеют горизонтальную асимптоту .   

В частности, если существует ( 0) 0,V  т. е. ( ) ( ) ( )V x A x o x  при 
0x  с 0,A  то интеграл (15) расходится по признаку сравнения 

1 1( ( ) / ( ) ( ) (( ) )F x V x C x o x  при 0);x  это верно и в более об-
щем случае, когда ( ) ( ) (( ) )n nV x A x o x , 1,n  при 0.x  Сходи-
мость (15) зависит только от скорости стремления к нулю МФ ( )V x  при 

0.x   
 Аналогично любая КР 0 0( ; , , )t t  с 0  возрастает по t  (так как 

( ) 0g x  при x ), ( ) 0,t  КР обладают при t  горизонтальной 
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асимптотой ,  если расходится интеграл от 1/ ( )V x  по отрезку 0[ , ],  а в 
случае его сходимости ( )t  на луче t t  с 0 0( , ) .rt t I  

 Итак, в случае, когда ( ) 0V x  на некотором отрезке [ , ],  0,  
0,  КР с произвольными 0 0t  и 0 [ , ]  имеют при t  ненулевой 

предел: 0( , )t  при 0  и 0( , )t  при 0 .  Таким образом, 
моделируемый материал (в отличие от рассмотренного выше) не принадлежит 
классу жидкостей, обычно характеризуемому свойством полной релаксации 

( , ) 0  для всех  [36], а ведет себя (при длительном деформировании) как 
твердое тело. В этом случае и кривые нагружения модели ведут себя иначе. 

 Дополнительные материальные параметры  и  — важные характери-
стики модели и конкретного материала при растяжении и сжатии: это пределы 
упругости, пороги ползучести и равновесные значения напряжения при релак-
сации. Согласно экспериментальным данным, они должны зависеть от темпера-
туры (убывать по модулю с ростом ).T  

 Пример. Пусть ( ) 0,V x  [ , ],x  ( )nV A x  при ,x  V   
| |mA x  при ,x  , 0,A A  , 1m n  и  

 ( ) ( ),F x x V x  , 0  (16) 

(при , 0  автоматически выполняются ограничения на МФ ,F  если они вы-
полнены для :V  ( ) 0F x  и (0) 0).F  Тогда при [ , ] модель описывает 
линейно упругий материал с модулем упругости /E  (при растяжении и сжа-
тии), а при [ , ] проявляются реономные свойства и разносопротивляе-
мость (если  или ,A A  или ).m n  В уравнении КР (12) подынте-
гральная функция упрощается в силу (16): ( ) / ( ) / ( ) ( )/ ( ),F x V x V x V x V x  и 
интеграл вычисляется (для любого 0 ):  

 
0

0
0 ln | ( )|

( )r r
d x

t t V x
V x

 

 
11

0
01

0

( )( ) 1 ln | / |,
( 1) ( )

nn
r

rnA n
 (17) 

где 0 ,t t  0( ) ( , ],t  1.n  При 1n  интеграл (15) ( т. е. (17)) расходит-
ся, и потому все КР с 0  определены на всем луче 0[ ; ),t  обладают при 
t  горизонтальной асимптотой  и ( ) .t  При (0;1)n  интеграл 
(15) сходится, и значение времени релаксации до уровня ( )t  конечно (по-
лучается из (17) при ): 

 1 1 1
0 0 0( , ) ( 1) ( ) ln | / | .n

f r r rI A n  

Критерий выпуклости КР (11) для МФ, связанных зависимостью (16), пре-
вращается в ( )[ ( )] ( ) ( ) 0;V x V x V x V x  так как ( ) 0,V x  для выполне-
ния этого неравенства с любыми , 0  достаточно 2( ) ( ) ( ) 0,V x V x V x  т. е. 
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возрастания функции / .V V  Для ( ) ,nV A x  ,x  последнее неравен-
ство эквивалентно 2 ( 1) 0,n n n  т. е. 0.n  

 Кривые релаксации (17) модели (16) для 1,  2,n  1,A  1,E   
1,  0 0t  и нескольких начальных напряжений 0 0, 25; 0,5; 0,75; 1; 1,5; 2;  

2,5; 3  приведены на рис. 2, а; соответствующие уровни деформации 0,25;
0,5; 0,75; 1; 1,75; 3; 4,75; 7 0 0 0( ( )/ [ ( )]/ ,F E V E  в частности, 

0 0[ ( ) ]/nA E при 0 ).  Напряжения 0 1  не превосходят пре-
дела упругости 1 и потому соответствующие КР — горизонтальные прямые  
(синего цвета). При 0 1  уравнение КР: 1 1

0 0( 1) ( 1) ln | / | .t
Для сравнения на рис. 2, а также приведены КР (17) при 1n  (когда МФ кусочно-
линейны) для 0 1,5; 2:   

 01
0 0ln ln | / |,r rt t A  т. е. 0 0( 1)ln

( 1)
t  

(КР голубого цвета). Тогда при 0  тем же значениям 0 1, 5; 2; 2, 5; 3  со-
ответствуют другие 2; 3; 4; 5;  при 0  значения  и КР не зависят от .n  
Кривые красного цвета — КР модели с 0,5 1n  (с конечным временем релак-
сации f  до уровня ) для 0 1,5; 2; 2,5; 3.  

Рис. 2. Кривые релаксации (17) модели (16) для различных значений 0  и  (а) и КР (20)  
                                     модели (5) с 1; 2; 3; 4; 5; 10; 100n  и n = 0,75; 0,5; 0,25 (б) 

 
Частные случаи модели, явные уравнения кривых релаксации. Возмож-

ность вычислить интегралы в (12) и (13) аналитически зависит от конкретного 
вида МФ или от наличия функциональной связи между ними (наложив такую 
связь, например, (16), получим соответствующую ей модель с одной МФ, 
предоставляющую столько же степеней свободы, сколько и ОС (4)). 

 Пусть ( ) ( ( )),V x H F x  где ( )H y  удовлетворяет тем же ограничениям, что и 
МФ :F  (0) 0,H  ( ) 0H y  при ( ( ); ( ))y F F  (тогда и композиция ( ( ))H F x   
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удовлетворяет им при (0; )).x Тогда ( ( )) ( ( ( ))) ( )V f y H F f y H y  и (12), (13) 
обращаются в 

  
0( )

0
( )

;
( )

F

r
F

d y
t t

H y
  

( )
.

( )

E

r
F

d y
t

H y
 

Остается выбрать ( )H y  так, чтобы интеграл вычислялся. Например, при 
( ) ,pH y cy  , 0,p c  1,p  т. е. ( ) ( )pV x cF x  (полулинейная модель (5) получа-

ется из такого ОС при ( ) )F x x получим КР вида 

 1 1 1/(1 )
0 0( ) [( 1) ( ) ( ) ] .p p

rt f p c t t F  (18) 

Для ( ) ( 1)yH y e  имеем 
0

( )1
0 ( )( ) ln |1 e | .Fy

r Ft t y  
 Рассмотрим случай F V  (это возможно, поскольку на МФ налагаются од-

нотипные ограничения). Тогда (12) превращается в 0 0ln ( )/ ( ) ,rt t F F  

0 ,t t  и уравнение семейства КР с 0 0t  (тогда 0( ) )F E  представляется в 
явной форме: 

 ( exp( / )),rf E t  0.t  (19) 

Оно отличается от КР exp( / )rE t  линейной модели Максвелла (с 
( ) ( )V x F x x ) наличием «искривляющей» МФ ,f  делающей зависимость КР от 
 нелинейной и меняющей скорость релаксации. Для ( 1),xV F A e  , 0,A  

будет 1 1( ) ln(1 )f y xA  (см. рис. 1, б), для tgV F A x  будет ( )f y   
1 arctg( / ).y A  Время релаксации в случае :F V  1

0 0ln[ ( ) / ( )].r F F e   
Если МФ ( )f y  при 0y  имеет степенную асимптотику ( ) ( ),p pf y cy o y  

, 0p c  (в частности, 1,p  когда (0) 0; ),F  то главная часть КР (19) при t  
убывает экспоненциально: ( ) ( ) exp( / ).p

rt c E pt  Критерий выпуклости КР 
(11) в случае F V  имеет вид 2( ) ( ) ( ) 0,F x F x F x  ( , ).x  Для МФ 

nV F Ax  (тогда 1/nf y ) он дает ограничение 2 ( 1) 0,n n n  т. е. 0.n  
 Для полулинейной модели (5) вычисляется интеграл в (12) и уравнение КР 

упрощается: 1 1
0 0( )/(1 ) ( ) /n n

rn t t  (для 1n ), или 

 
1/( 1)1 1

0 0 0( ) 1 ( 1)( ) .
nn

rt n t t  (20) 

При 1n  КР (20) убывает по t  как степенная функция с отрицательным 
показателем и стремится к нулю при t : 1/( 1) 1/( 1)( ) ( )n nt rt o t  при 

,t  1/(1 ): [( 1)/ ] ,n
rr n  главный член асимптотики КР не зависит от 0,   

и начальной стадии деформирования, 
/( 1)1 1 1

0 0( ) ( 1)( ) 0,
n nn

r rt n t t 1
0 0max ( ) ( ) ,n

rt t  ( ) 0.t  
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Время релаксации находится из условия 0 / e  в (20): 0t t  
1 1 1

0 ( 1)( 1) .n n
r e n  Время релаксации — возрастающая функция аргумен-

тов 01/ ,  r  и n  (при 0 1). Последнее свойство наблюдается при сверхпла-
стическом деформировании (СПД) материалов: время релаксации убывает с 
ростом показателя скоростной чувствительности 1/n и в состоянии сверхпла-
стичности существенно меньше, чем в обычном; это используют в методике 
определения оптимальной температуры для СПД по минимальному времени 
релаксации [24]. Если 0 0,t  то 0 E в (20).  

 Кривые релаксации (20) с 0 1 для полулинейных моделей (5) с 1r  при 
2; 3; 4; 5; 10; 100 1n  (КР черного цвета с асимптотой 0)  и 0,75; 0,5;n

0, 25 1  (КР красного цвета с конечным временем полной релаксации 0( , )f n  
до уровня 0 ) приведены на рис. 2, б. Штриховая линия красного цвета — КР 
линейной модели Максвелла с 1.n  С увеличением n  КР смещаются вверх, но 
при t  имеют общую асимптоту 0.  

Влияние температуры на теоретические кривые модели. Материальные па-
раметры ОС (1), (2) зависят от температуры :T  ( )E E T  и ( )T  (удобное 
описание зависимости от T  — одна из причин выделения скалярных множителей 
E  и  из МФ F  и ).V  В испытаниях большинства стабильных материалов 
наблюдается смещение вниз КР и смещение вверх кривых ползучести с повыше-
нием температуры, т. е. увеличение скоростей ползучести и релаксации. 
Увеличение теоретической скорости ползучести ( ) ( )/t V  и смещение вверх 
кривых ползучести с возрастанием температуры обеспечивается тем, что 
коэффициент вязкости ( )T  — убывающая функция [3].  

 В силу (9) модуль скорости релаксации пропорционален параметру 1 / .r E  
С ростом температуры теоретические кривые релаксации ( ; )t  с фиксированным 

0( )  должны быстрее сближаться с осью 0  (как экспериментальные кри-
вые), и потому функция ( ) /r T E  должна убывать, т. е. коэффициент вязкости 
должен убывать быстрее модуля упругости: ( ) ( ) ( ) ( ) 0,E T T E T T  или 

( )/ ( ) ( )/ ( ).E T E T T T  Это свойство наблюдается в испытаниях большинства 
материалов, например, у полимеров в стекловидном и высокоэластичном состоя-
ниях.  

 В работе [3] доказано: для того чтобы теоретические кривые релаксации, 
ползучести и деформирования ОС (2) вели себя при изменении температуры 
так же, как и кривые изотермических испытаний большинства стабильных вяз-
коупругопластичных материалов (в которых не происходят химические, фазо-
вые и структурные превращения), необходимо, чтобы E  и ,  а также /r E  
были убывающими функциями T  (или гомологической температуры, или от-
ношения к температуре стеклования для полимеров). Тогда с возрастанием 
температуры T  кривые ползучести ОС (2) с 0  смещаются вверх, КР, диа-
граммы деформирования ( , )a  и ( , ),b  0,  при постоянных скоростях 
деформации a  или нагружения ,b  — вниз, накопленная пластическая 
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(необратимая) деформация возрастает и рэтчетинг при циклических нагруже-
ниях ускоряется [4], т. е. ОС (2) обеспечивает возрастание податливости и ско-
ростной чувствительности с увеличением температуры.  

 Для обеспечения убывания материальных функций ( ),E T  ( )T  и ( )r T  
можно, например, задать их в виде 0 exp( / ),E E u T  0 exp( / )v T  с 0.v u  
Тогда время релаксации и скорость ползучести выражаются формулами: 

 1
0 0( ) exp(( )/ ),r T E w u T  0,w u  1

0( ) ( )/ ( )exp( / ).t V V w T  

Именно в такой форме обычно принимают их зависимость от температуры 
в работах по ползучести и длительной прочности (по аналогии с законом Арре-
ниуса для кинетических процессов). 

 Обнаруженный выше физический смысл материальных параметров  и 
 в случае, когда ( ) 0V x  на [ , ]  (пределы упругости, пороги ползучести 

и равновесные значения напряжения при релаксации для растяжения и сжа-
тия), и данные испытаний материалов диктуют необходимость учета зависимо-
сти  и  от температуры: ( )T  и | ( )|T  должны убывать (и обращаться в 
нуль при температуре плавления для металлических материалов и температуре 
стеклования для полимеров). 

Заключение. Аналитически исследовано нелинейное определяющее соот-
ношение типа Максвелла для вязкоупругопластичных разносопротивляющихся 
материалов с двумя произвольными материальными функциями одного аргу-
мента в одноосном случае. Первая материальная функция управляет (нелиней-
но) упругими свойствами, вторая — вязкопластическими: регулирует наслед-
ственные свойства, вязкость, скорость диссипации, чувствительность напряже-
ния к скорости деформации, зависимость скорости ползучести и релаксации от 
величины и знака напряжения, величину и скорость накопления необратимой 
деформации. 

 Выведены дифференциальное уравнение (9) КР, порожденных ОС (1) (как 
при мгновенном нагружении, так и с начальной стадией деформирования), и их 
представление в неявной форме 0 0( ; , , )t r t  в виде интеграла (12). При ми-
нимальных первичных ограничениях на материальные функции аналитически 
изучены общие качественные свойства семейства КР 0 0( ; , , )t t  (хотя об-
щее представление КР (12) не приводится к явному виду 0 0( ; , , )):t t  
условия монотонности и выпуклости КР, асимптотика КР при t  и их за-
висимость от характеристик обеих МФ и параметров программ деформирова-
ния.  

 Обнаружены два основных случая, в которых ОС (1) (моделируемый матери-
ал) ведет себя по-разному: 1) | ( )| 0V x  при 0;x  2) ( ) 0V x  на некотором отрез-
ке [ , ] ( , ),  0,  0,  .  Во втором случае при [ , ] 
ОС (1) моделирует (нелинейно) упругое поведение материала: 1( ) ( ( )),t E F t  
диссипации нет, релаксация и ползучесть отсутствуют (пределы упругости на сжа-
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тие и растяжение ,  совпадают с порогами ползучести), остаточная деформа-
ция после разгрузки отсутствует. При  (или ) начинают проявляться 
вязкопластические свойства: модель описывает релаксацию, (установившуюся) 
ползучесть, скоростную чувствительность диаграмм деформирования, гистерезис, 
накопление пластической деформации, рэтчетинг и т. п.  

 Доказаны следующие свойства КР ОС (1) в случае | ( )| 0V x  при 0.x  
Теорема. Пусть 0,  0,  ( )F x  — непрерывная кусочно-гладкая 

функция на ( , ),  ( ) 0F x  и (0) 0,F  а ( ),V x  ( , )x  — непрерывная 
(нестрого) возрастающая функция, такая, что (0) 0V  и | ( ) | 0V x  при 0.x  
Тогда: 

1) семейство кривых релаксации ОС (1) с произвольной длительностью 
начальной стадии 0 0t  выхода деформации ( )t  на постоянный уровень 0  
(и начальным условием 0 0( ) )t  задается интегралом (12) в неявной форме 

0 0( ; , , );t r t  
2) с ростом уровня деформации  (или 0 ) КР 0 0( ; , , ),t t  0,t t  

смещаются вверх; 
3) все КР 0 0( ; , , )t t  с 0  (как при мгновенном нагружении, так и с 

начальной стадией деформирования) строго убывают по t  на 0( ; );t   
4) если несобственный интеграл (14) (с особенностью в точке 0)  

расходится, то все КР с произвольными , 0 0,t  определены на всем луче 0[ ; )t  и 
стремятся к нулю при ;t  для этого достаточно, чтобы ( )/ ( )F x V x  

( ),m mCx o x  1,m  при 0 0;x  
5) если интеграл (14) сходится, то любая КР 0 0( ; , , )t t  достигает 

асимптоты 0  за конечное время 0 0* ( )rt t I  и ( ) 0t  при 0*( );t t  
6) для того чтобы все КР 0 0( ; , , )t t  с фиксированными 0, 0  были 

выпуклы вниз при 0 ,t t  а все КР с 0, 0  были выпуклы вверх, необходимо 
и достаточно наложить на МФ дополнительное ограничение (11): 
| ( ) / ( )| | ( ) / ( )|,V x V x F x F x  ( , ).x  

 В случае, когда ( ) 0V x  на некотором отрезке [ , ],  пункты 1, 2 теоремы 
сохраняются, п. 3 выполняется лишь для 0 [ , ],  т. е. [ ( ) / ,F E   

( ) / ]F E  (все КР с начальным значением 0 [ , ]  постоянны при 0t t ), п. 6 
соблюдается в случае 0 [ , ].  Модифицируются пп. 4 и 5: 4ʹ) если 0  и 
несобственный интеграл (15) расходится (расходится интеграл от 1/ ( )V x  по отрез-
ку 0[ , ] ), то все КР с 0  ( ( ) /F E ) определены на всем луче 0[ ; ),t  

( )t  и ( ) ;  для расходимости (15) достаточно, чтобы ( 0) 0;V  
5ʹ) если интеграл (15) сходится, то КР с произвольными 0t  и 0  достигает 
равновесного уровня  за конечное время 0 0( , ),f rt t I  а в даль-
нейшем ( ) const .t  Основные изменения по сравнению с пп. 4 и 5 теоремы: 
при 0  интеграл (14) заменяется интегралом (15), особенность у подынте-
гральной функции в точке ,  а не 0,  сходимость (15) зависит только от 
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скорости стремления к нулю МФ ( )V x  при 0,x  асимптота КР при t  
имеет вид ,  а не 0.  

 Доказано, что только во втором случае (когда ( ) 0V x  на [ , ] ) кривые 
релаксации ОС (1) с произвольными 0 0t  и 0 [ , ]  имеют при t  
ненулевое равновесное значение напряжения: 0( , )t  при 0  и 

0( , )t  при 0  (при сжатии), т. е. ОС описывает поведение, харак-
терное для твердых тел при длительном деформировании. В первом случае (см. 
теорему) КР всегда имеет нулевой предел и моделируемый материал принадле-
жит классу жидкостей, обычно характеризуемому свойством полной релакса-
ции ( , ) 0  для всех  [31, 36]. 
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Abstract Keywords 
The study analytically examines a nonlinear Maxwell-type 
constitutive relation with two arbitrary material functions in 
order to find out qualitative properties of the basic quasi-
static curves generated by the model and to reveal its capabili-
ties and applicability scope. The constitutive relation is tar-
geted at adequate modeling of the main rheological pheno-
mena set which is typical for non-ageing rheonomic materials 
exhibiting non-linear hereditary properties, strong positive 
strain rate sensitivity, secondary creep, yielding at constant 
stress and tension compression asymmetry. It is applicable 
for simulation of mechanical behavior of various polymers, 
their solutions and melts, solid propellants, sand-asphalt 
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concretes, composite materials, ices, titanium and aluminum 
alloys, ceramics at high temperature, etc. General qualitative 
properties of the stress relaxation curves generated by the 
model in uni-axial isothermal case are studied analytically 
under minimal primary restrictions on both material func-
tions. We examined the relaxation rate evolution, conditions 
for monotonicity and convexity of relaxation curves, their 
asymptotics and stress limit value at infinity, their depen-
dences on the material functions, a given strain level and 
initial loading stage characteristics. As a result, we reveаled 
the additional necessary restrictions which should be im-
posed on the material functions to provide an adequate 
description of basic rheological phenomena related to stress 
relaxation and typical test curves properties of a wide class of 
elastoviscoplastic materials. Finally, we discovered two diffe-
rent cases in the model behavior depending on qualitative 
properties of the material functions, namely, in the first case 
the equilibrium (limit) stress value is nonzero and the model 
simulates solid behavior, and in the second case the equilibri-
um value of stress is zero and the model simulates liquid 
behavior 
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