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Аннотация Ключевые слова 
Выведено неинтегрируемое квазигиперболическое урав-
нение, моделирующее распространение осесимметрич-
ных продольно-изгибных волн в бесконечной цилиндри-
ческой оболочке типа Тимошенко, взаимодействующей с 
внешней нелинейно-упругой средой. С использованием 
диагональных аппроксимант Паде для суммирования 
рядов метода возмущений построены точные уединенно-
волновые решения выведенного уравнения в виде бегу-
щего фронта и бегущего импульса. Показано, что для 
существования точного решения в форме бегущего фрон-
та необходимо, чтобы нелинейность окружающей обо-
лочку упругой среды была «мягкой». Установлено, что 
выведенное уравнение допускает неявную линеаризацию 
c помощью преобразования типа Коула — Хопфа. Про-
демонстрирована возможность условной факторизации 
этого уравнения, позволяющая находить уединенно-
волновые решения из соответствующего уравнения Дуф-
финга. Найденные точные решения могут найти приме-
нение в задачах акустической диагностики и неразруша-
ющего контроля материалов 
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Введение. Теория оболочек представляет собой хорошо разработанный и име-
ющий многочисленные приложения раздел механики деформируемых твердых 
тел. В последнее время отмечается усиление интереса к неклассическим теори-
ям, во многом инициированное необходимостью анализа упругих и динамиче-
ских свойств нанообъектов, в частности карбоновых нанотрубок [1−4]. 

Нелинейность, дисперсия и диссипация являются основными факторами, 
определяющими волновые процессы в сплошных средах [5−7] и тонкостенных 
конструкциях. Известно, что в стержнях и пластинах взаимодействие продоль-
ных и изгибных волн происходит только за счет нелинейности [8]. При этом 
продольные волны действуют на изгибные параметрически, а изгибные волны, 
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в свою очередь, служат нелинейным источником для продольных волн [9]. В тон-
ких оболочках продольные и нормальные компоненты перемещений связаны в 
линейном приближении. Поэтому динамические процессы в оболочках суще-
ственно сложнее аналогичных процессов в стержнях и пластинах. 

Большая часть задач о распространении упругих волн в тонких оболочках 
рассмотрена в линейной постановке [10]. Аналитическое исследование системы 
уравнений движения элемента оболочки в перемещениях представляет собой 
сложную задачу, при решении которой используются различные упрощения. Ча-
ще всего пренебрегают инерцией продольных перемещений, полагая срединную 
поверхность оболочки нерастяжимой. Это позволяет в осесимметричном случае 
проинтегрировать первое уравнение системы и свести проблему к исследованию 
одного уравнения для нормального перемещения. Такое упрощение, типичное для 
одномерных деформируемых систем, называют гипотезой Кирхгофа [11]. В каж-
дом конкретном случае подобные предположения должны быть строго обоснова-
ны и соответствовать физике явления, что необходимо для адекватного описания 
волнового процесса. 

Настоящая работа посвящена выводу и анализу нелинейного квазигипербо-
лического уравнения, моделирующего осесимметричное распространение про-
дольно-изгибных волн в бесконечной цилиндрической оболочке, взаимодейству-
ющей с внешней нелинейно-упругой средой. Допущение о бесконечности одно-
мерных распределенных систем является корректным, если на границах системы 
расположены оптимальные демпфирующие устройства, препятствующие отраже-
нию возмущений [12]. Тогда распространяющиеся в системе вибрации можно рас-
сматривать как бегущие упругие волны. Неинтегрируемые уравнения нелинейной 
волновой динамики имеют сложную аналитическую структуру. Построение их 
точных решений, наряду с установлением диапазона параметров, допускающих 
формирование и распространение устойчивых уединенно-волновых импульсов 
[13], представляет собой актуальную и сложную задачу, имеющую большое значе-
ние для акустической диагностики и неразрушающего контроля материалов. 

Вывод уравнения. Будем исходить из модели геометрически нелинейной 
цилиндрической оболочки типа Тимошенко, учитывающей в отличие от модели 
Кирхгофа — Лява деформации сдвига и инерцию вращения [14]. 

Уравнения движения элемента цилиндрической оболочки в предположе-
нии о независимости волнового процесса от окружной координаты имеют вид 
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где x, z — координаты вдоль образующей и радиуса оболочки; u, w — переме-
щения точек срединной поверхности оболочки в направлениях x, z; ψ — угол 
поворота отрезка нормали к срединной поверхности; E — модуль Юнга; μ — 
коэффициент Пуассона; 1/yk R  — параметр кривизны; R — радиус кривизны 
оболочки;  — удельный вес материала оболочки; g — ускорение свободного 
падения; t — время; h — толщина оболочки; k — поправочный коэффициент 
модели Тимошенко; k1, k2 — коэффициенты, характеризующие влияние внеш-
ней нелинейно-упругой среды [15, 16]. 

Для анализа системы уравнений (1) введем безразмерные переменные: 

 2 22
, , , ,

1
x Eg h l wt U u W
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 (2) 

где l — характерная длина изгибной волны. Подстановка переменных (2) в си-
стему (1) выявляет в последней малые параметры 
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характеризующие нелинейность (дисперсию) волнового процесса и тонкостен-
ность оболочки. Для геометрически нелинейных гибких оболочек квадраты углов 
поворота, связанные с прогибом, — одного порядка с линейными деформациями 
в массиве материала [17]. Поэтому параметры 1 2,  должны быть величинами 
одного порядка малости: 1 2 ( ).O  В связи с этим во втором уравнении си-
стемы (1) сохранен подчеркнутый член, которым обычно пренебрегают, формаль-
но — оставляя слагаемые не выше второй степени. 

Второе и третье уравнения системы (1) содержат поправочный коэффици-
ент k, характеризующий закон распределения касательных напряжений по тол-
щине оболочки. При последующем асимптотическом анализе будем полагать, 
что выполняется следующее отношение порядка: 
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где 3 const (1).k O  Введем в рассмотрение разложения безразмерных зависи-
мых переменных по степеням малого параметра : 

 1/2
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Тогда система (1) для главных членов разложений (3) принимает вид 
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Перед инерционными членами в первом и третьем уравнениях системы (4) 
стоят малые параметры. Таким образом, если искомое осесимметричное возму-
щение имеет малую изменяемость по временной и пространственной координа-
там, можно пренебречь инерциями продольного перемещения и угла поворота. 

Интегрируя первое уравнение системы (4) по  и полагая константу инте-
грирования, равной нулю, получаем связь между продольным и нормальным 
перемещениями: 
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Подставляя (5) во второе уравнение системы (4), находим 
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Выражая из уравнения (6) 0  и подставляя в третье уравнение системы 

(4), продифференцированное по , получаем уравнение для главного члена раз-
ложения безразмерного нормального перемещения: 

 
2 32 2 4 4 00 0 0 0 3

1 2 0 3 4 5 602 2 4 2 2 2 0,
WW W W Wa a W a a a W a   (7) 

где 

 

2
1 32

1 2 3 1 3

2
4 5 2 6

1 ; 1 ; ;
12 12

1 ; ; .
12 12

k ka a k k a

ka a k a
 (8) 

Отметим, что уравнение, аналогичное (7), было получено ранее в работе [18] 
для изгибных волн в балке Тимошенко, лежащей на нелинейно-упругом основа-
нии. Его качественный анализ был проведен для случая 2 5 0.a a  В настоящей 
работе рассмотрено полное уравнение. 

Уединенно-волновые решения. Для нахождения точных уединенно-
волновых решений уравнения (7) будем использовать прямой метод возмущений 
с аппроксимантами Паде [19], предложенный в работах [20, 21]. Основная идея 
метода состоит в установлении соотношений между коэффициентами уравнения 
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и параметрами искомого решения, при которых ряд метода возмущений стано-
вится геометрическим. При этом сумма ряда дает выражение для искомого реше-
ния. Критерием геометричности ряда является равенство последовательных диа-
гональных аппроксимант Паде [Q/Q], [Q +1/Q +1], [Q + 2/Q + 2], …, минимальный 
порядок Q которых определяется порядком полюса искомого решения. 

Обозначим 0W u  и для удобства используем нижние буквенные индексы 
для производных по соответствующим независимым переменным. Уравнение 
(7) примет вид 

 3 3
1 2 3 4 5 6 0.u a u a u a u a u a u a u  (9) 

Согласно методу возмущений [22], будем искать решение уравнения (9) в 
форме функционального ряда 
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где ,nu  — функции, подлежащие определению;  — формальный параметр. 
Подставляя (10) в (9) и группируя по степеням , получаем бесконечную систе-
му уравнений относительно функций , :nu  

 

1
1 1 1 2 1 3 1 4 1

2
2 1 2 2 2 3 2 4 2

3
3 1 3 2 3 3 3 4 3

23
5 6 1 1 1 11

4
4 1 4 2 4 3 4 4 4

2
5 21

: 0;
: 0;
:

3 2 ;

:

3 3

u a u a u a u a u
u a u a u a u a u
u a u a u a u a u

a u a u u u u

u a u a u a u a u

a u u 22
6 1 2 1 2 1 1 2 2 112 4 2 и т. д.a u u u u u u u u u u

 (11) 

Первое уравнение системы (11) имеет частное решение 1 eku  при усло-
вии  
 2 2 4 2 2

2 1 3 4 .a a k a k a k  (12) 

В качестве решения второго уравнения системы (11) следует выбрать 
2 0.u Это позволяет представить решение n-го уравнения системы в форме 

1 .n
n nu K u  Последовательно решая остальные уравнения и определяя постоян-

ные ,nK  для разложения (10) имеем 
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Правая часть равенства (13) содержит только нечетные степени произведе-

ния .ke  Умножая обе его части на ke  и обозначая 
2
,kz e  полу-

чаем степенной ряд, содержащий все натуральные степени переменной z: 
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Порядок полюса решения определяется из условия баланса доминантных 
членов уравнения [23]. В (9) такими членами являются u  и 3 .u  Обозначая 

,pu a  находим, что баланс достигается при равенстве показателей степенных 
функций 4 3 2 ,p p  отсюда 1.p  Таким образом, решение имеет по-
люс первого порядка и для аппроксимант Паде необходимо выбрать Q = 1. 

Вычислив диагональные аппроксиманты Паде [1/1] и [2/2] для ряда (14), 
проведем факторизацию их разности. Числитель полученного выражения со-
держит множители 
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Первый множитель содержится в числителях всех слагаемых (14), кроме 
первого, и его обращение в нуль приводит к тривиальному решению ˆ .u z  Вто-
рой множитель (15) имеется в знаменателях всех слагаемых (14), начиная с чет-
вертого, и не может обращаться в нуль. Третий множитель обращается в нуль 
при условии 
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которое преобразует ряд (14) в геометрический 
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Сумма ряда (17)  
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совпадает с его аппроксимантами [Q/Q], ,Q N  и после возвращения к пере-
менным ,  для функции u имеем 
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где 
12 2

6 3 4a a a k a  и знак выбирает-
ся совпадающим со знаком .  Выражение 
(18) содержит шесть произвольных пара-
метров k, , , 3 ,a  4 ,a  6a  и является точ-
ным решением уравнения (9), коэффици-
енты которого связаны соотношениями 
(12) и (16). При условии 0a  решение 
имеет форму бегущего импульса. Отме-
тим, что в отличие от классического ме-
тода возмущений, где  — малый пара-
метр, в рассматриваемом случае  — про-
извольное вещественное число. График 
решения (18) при 1a k  по-
казан на рисунке. 

Найти решение в форме бегущего фронта поможет подстановка в (9) выра-
жения 
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где C — произвольная постоянная. После группировки по степеням  имеем 
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Из первого уравнения системы (20) находим 

 2
2 5 ,a C a  (21) 

второе уравнение (20) имеет частное решение 1
ku e  при условии 

 2 4 2 2 2 2
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1 2 3 ,a a k a k C a a k
k

 (22) 

следующие уравнения (20) имеют решения вида 1 .n
n nu K u  Последовательно 

определяя из следующих уравнений постоянные ,nK  n=2, 3, ..., для ряда из ра-
венства (19) получаем 

    Графики решений (18) (1) и (27) (2) 
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где .kz e  
Числитель разности диагональных аппроксимант Паде [1/1] и [2/2] для ряда 

(23) содержит множитель 
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приравнивание нулю которого дает условие 
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при котором ряд (23) становится геометрическим 
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После подстановки (26) вместо ряда в (19) и возврата к переменным ,  
имеем выражение, являющееся точным решением уравнения (9) при соблюде-
нии условий (21), (22) и (25): 

 2 1th ln .
2 2 2
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 (27) 

Решение (27) содержит четыре произвольные постоянные k, , C и , огра-
ниченно и имеет форму бегущего фронта (кинка) при 0.C  Из условия (21) 
следует, что коэффициенты 2a  и 5a  уравнения (9) должны иметь противопо-
ложные знаки. Физически это означает, что для существования точного реше-
ния (27) в форме кинка необходимо, чтобы нелинейность окружающей оболоч-
ку упругой среды была «мягкой». График решения (27) при 1,C k  

1  показан на рисунке. 
Неявная линеаризация и факторизация уравнения (9). Уравнение (9) по-

сле перехода к бегущей переменной k  примет вид 
 3 3

1 2 3 4 0,u b u b u b u b u  (28) 

где 
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Структура точного решения (27) уравнения (9) подсказывает вид замены 
зависимой переменной для уравнения (28): 
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w

 (29) 

где ( )w w  — новая неизвестная функция. Если принять ,A C  2 ,B C  
2 exp( ),w C  то (29) совпадет с (27). 
Оставляя функцию ( )w  в (29) неопределенной, выясним, какому диффе-

ренциальному уравнению она должна удовлетворять. Для этого подставим (29) 
в (28), сгруппируем результат по степеням w и получим переопределенную си-
стему шести уравнений для определения ( ).w  Разрешая эту систему с учетом 

0,A  0,B  const,w  получаем, что при выполнении равенств 
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функция ( )w  должна удовлетворять линейному уравнению второго порядка с 
постоянными коэффициентами 
 2 0.Aw Bw  (31) 
Общее решение уравнения (31) 

 1 2 exp 2 /w C C A B  

придает выражению (29) вид 
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Выражение (32) является точным решением уравнения (28) и совпадает с (27) 
после соответствующего переобозначения постоянных и замены .k   

Заключение. Замена зависимой переменной (29), представляющая собой 
преобразование типа Коула — Хопфа [24], преобразует нелинейное уравнение 
(28) в эквивалентное линейное уравнение (31). 

Отметим, что при условии 
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уравнение (28) допускает факторизацию 
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позволяющую нахождение точных уединенно-волновых решений (18) и (27) из 
уравнения Дуффинга 
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SOLITARY LONGITUDINAL-BENDING WAVES IN CYLINDRICAL SHELL 
INTERACTING WITH A NONLINEAR ELASTIC MEDIUM 

A.I. Zemlyanukhin zemlyanukhinai@sstu.ru 
A.V. Bochkarev ab2009sar@list.ru 
L.I. Mogilevich mogilevich@sgu.ru 

Yuri Gagarin State Technical University of Saratov, Saratov, Russian Federation 

Abstract Keywords 
Nonlinearity and dispersion are the main factors that determine 
wave processes in thin-walled structures. In contrast to rods and 
plates, in thin shells the longitudinal and normal components of 
displacements are connected already in the linear approximation. 

Cylindrical shells, longitudinal-
bending waves, perturbation  
method, exact solitary-wave  
solutions 
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Therefore, dynamic processes in shells are much more complex 
and are analyzed after some simplifications. Most often, resear-
chers neglect the inertia of the longitudinal displacements, assu-
ming that the middle surface of the shell is inextensible. In each 
case, assumptions of this kind must be strictly justified and should 
match the physics of the phenomenon. This article focuses on the 
derivation and analysis of nonlinear quasi-hyperbolic equation 
modeling axisymmetric propagation of longitudinal-bending 
waves in infinite cylindrical shell interacting with an external 
nonlinear-elastic medium. The shell is studied in the framework 
of the Timoshenko model that takes into account shear defor-
mation and rotational inertia. Using diagonal Pade approximants 
for the summation of the perturbation series, the exact solitary-
wave solutions of the derived equation in the form of traveling 
front and traveling pulse are obtained. The study shows that the 
exact solution in the form of a traveling front exists if the nonli-
nearity of the elastic medium surrounding the shell is ''soft''. It is 
established that the derived equation allows an implicit lineari-
zation using the Cole — Hopf transformation. The equation  
permits a conditional factorization that enables to find solitary-
wave solutions using the appropriate Duffing equation. The exact 
solutions of the derived equation can be used in problems of 
acoustic diagnostics and nondestructive testing of materials 
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