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Введение. Среди нелинейных моделей временных рядов [1] широко распро-
странены пороговые модели [2], в частности пороговые авторегрессионные  
модели [3]. Настоящая работа посвящена робастному оцениванию параметров 
авторегрессионных пороговых моделей с помощью М-оценок с необязательно 
выпуклой целевой функцией. Приведено доказательство асимптотической нор-
мальности этих оценок и исследована их асимптотическая относительная эф-
фективность по отношению к оценкам наименьших квадратов и наименьших 
модулей, а также к М-оценкам с выпуклой целевой функцией [4]. 

Постановка задачи. Рассмотрим случайный процесс ,tX  описываемый по-
роговым авторегрессионным уравнением  

 1 2 11= , =1, 2, ,t t ttX a X a X t  (1) 

где 1,a  2a  — действительные числа; t  — последовательность независимых  
одинаково распределенных непрерывных случайных величин с плотностью ,f   
нулевым математическим ожиданием E = 0tX  и конечной дисперсией 2D = ;tX  

= max( , 0),t tX X  = min( , 0).t tX X  Величины 1,a  2a  и 2  предполагаются неиз-
вестными. Важнейшей задачей, возникающей при исследовании уравнения (1), яв-
ляется оценивание по наблюдениям 1 2, , , nX X X  процесса tX  параметров модели 
(1) — коэффициентов 1a  и 2.a  

Наиболее распространенной оценкой коэффициентов 1a  и 2a  является оцен-
ка наименьших квадратов. Оценка наименьших квадратов *a  параметра 

т
1 2= ( , )a a a  по наблюдениям 1 2, , , nX X X  определяется как точка минимума 

функции 2
1 2 11

=1
( ) = .

n
LSQ t tt

t
L a X a X a X  Основной недостаток метода 
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наименьших квадратов заключается в его сильной чувствительности к большим 
значениям невязок 1 2 11= ,t t ttX a X a X  поскольку они влияют на минимизи-
руемую функцию ( )LSQL a  квадратичным образом [5]. Вследствие этого точность 
оценки наименьших квадратов достаточно сильно ухудшается при росте вероят-
ности экстремальных значений ,t  что происходит, если плотность распределения 
вероятности f  случайных величин t  медленно убывает на бесконечности. 

Этого недостатка лишен метод наименьших модулей. Оценка наименьших 
модулей a  параметра a  по наблюдениям 1 2, , , nX X X  определяется как точка 

минимума функции 1 2 11
=1

( ) = | | .
n

LAD t tt
t

L a X a X a X  В методе наименьших мо-

дулей влияние невязок 1 2 11=t t ttX a X a X  на минимизируемую функцию 
( )LADL a  линейно, поэтому при стремлении скорости сходимости f  к нулю на 

бесконечности точность оценки наименьших модулей падает не так сильно, как 
точность оценки наименьших квадратов. Однако в случае нормального распре-
деления ,t  плотность которого ( )f x  с ростом x  стремится к нулю достаточно 
быстро, метод наименьших квадратов гораздо эффективнее метода наименьших 
модулей [6]. 

Разумным компромиссом между оценкой наименьших квадратов и оценкой 
наименьших модулей являются М-оценки. М-оценка вектора a  по наблюдени-
ям 1 2, , , nX X X  определяется как точка минимума â  функции  

 1 2 11
=1

( ) = ,
n

M t tt
t

L a X a X a X  (2) 

где  — некоторая неотрицательная четная функция. М-оценки образуют целое 
семейство, зависящее от вида функции .  Название М-оценка получила вслед-
ствие того, что если ( ) = ln ( ),x f x  то М-оценка совпадает с оценкой макси-
мального правдоподобия. Оценки наименьших квадратов и наименьших моду-
лей — частные случаи М-оценок, поскольку получаются из них при 2( ) =x x  и 

( ) =x x  соответственно. 
М-оценки так же, как и оценки наименьших модулей целесообразно ис-

пользовать при отклонении распределения t  от нормального, но в отличие от 
оценки наименьших модулей М-оценки почти не теряют эффективность и в 
случае нормального распределения .t  Механизм такого поведения М-оценок 
хорошо заметен на примере М-оценки с наиболее распространенной функцией 

,  называемой -функцией Хьюбера [7], которая совпадает с 2x  в окрестности 
( , )k k  начала координат и ведет себя линейно вне этой окрестности:  

 
2

2

, если ;
( )

2 , если .
x x k

x
k x k x k

 (3) 

В этом случае вклад в сумму (2) наблюдений ,tX  сформировавшихся под вли-
янием экстремальных значений ,t  будет принижен по сравнению с вкладом 
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остальных наблюдений. Параметр k  можно изменять от нуля до бесконечности, 
подстраиваясь под конкретный вид f  для достижения максимальной эффектив-
ности оценок. Эффективность М-оценок параметров пороговой авторегрессии  
с -функцией Хьюбера изучена в работе [4]. 

Еще сильнее уменьшает вклад резко выделяющихся наблюдений -функция 
Тьюки [7]: 

 

32

1 1 , если ;( ) =

1, если ,

x x kx k
x k

 (4) 

где k  — положительный параметр. Как видно из (2), (4) резко выделяющиеся 
невязки -функция Тьюки попросту игнорирует, заменяя их единицей. 

Рассмотрим задачу сравнения между собой М-оценок с -функциями Хью-
бера и Тьюки, оценок наименьших квадратов и наименьших модулей. Из двух 
оценок лучшей является та, которая меньше отклоняется от оцениваемого па-
раметра. Если две оценки являются несмещенными (асимптотически несме-
щенными), то лучшей из них следует назвать оценку с наименьшей дисперсией 
(асимптотической дисперсией). Оценки наименьших квадратов и наменьших 
модулей — асимптотически несмещенные и асимптотически нормальные, их 
асимптотические дисперсии известны [8, 9]. Асимптотическая несмещенность и 
асимптотическая нормальность М-оценок с выпуклой -функцией, к которой 
относится -функция Хьюбера, доказана в работе [4]. 

Возникает задача нахождения асимптотического распределения М-оценки с 
необязательно выпуклой -функцией, к которой относится -функция Тьюки. 

Асимптотика М-оценок с невыпуклой -функцией. Докажем асимптоти-
ческую нормальность М-оценок, -функция которых может не являться выпук-
лой. Введем обозначения  

 т
11= , ,t ttX X X    

2
1

2
1

E( ) 0
= .

0 E( )
X

K
X

 

Имеет место следующая теорема. 
Теорема 1. Пусть процесс ,tX  описываемый уравнением (1), является ста-

ционарным, ( )x  непрерывна почти всюду и ограничена, ( )x  ограничена  
на ,  а плотность ( )f x  независимых одинаково распределенных случайных  
величин t  в (1) удовлетворяет условиям E = 0,t  2E ( ) < ,t  E ( ) = 0,t  
0 < E ( ) <t  и 2E <t  для некоторого > 0.  Тогда при n случайный 
вектор ˆn a a  является асимптотически нормальным с нулевым матема-

тическим ожиданием и ковариационной матрицей 
2

11
2

1

E ( )
= .

E ( )
B K  
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◀ Отметим, что вектор â  минимизирует (2) тогда и только тогда, когда век-
тор ˆ ˆ= n a a  является точкой минимума функции ( ) =

т 1/2

=1
.

n
t t

t
X n  Если функция ( )  дифференцируема, то вектор ˆ  яв-

ляется решением уравнения '( ) = 0,  или, что равносильно, решением уравне-
ния ( ) = 0,L  где  

 1/2 т 1/2

=1
( ) = ,

n
t t t

t
L Mn X n X  

1
1( ) ( ); = E ( ) .x x M K  Обозначим через  решение уравнения 

( ) = 0,L  ( )L 1/2

=1

( ) .
n

t t
t

Mn X  Очевидно, что 1/2

=1
= ( ) .

n
t t

t
Mn X  

Покажем, что ( ) ( ) = (1),pL L o  здесь и далее случайную величину, стре-
мящуюся к нулю по вероятности, обозначим через (1).po  Отметим, что 

1 2( ) ( ) = ,L L S S  где  

 1 т т
1

=1
= ( ) E ( ) ;

n
t t t t t t

t
S Mn X X X X  

 1 3/2 т 1/2 т т
2

=1
= 2 , 0 < <1.

n
t t t t t

t
S M n X n X X X  

Согласно закону больших чисел, для эргодических последовательностей 
1 0.S  Из ограниченности  вытекает, что 2

2E | | | | ,S C  поэтому 
2| ( ) ( )| (1)| | .pL L o  По центральной предельной теореме для мартингалов 

[10] оценка  является асимптотически нормальной с нулевым математиче-
ским ожиданием и ковариационной матрицей B  и, следовательно, ограничена 
по вероятности. Кроме того,  

 2| ( )| | ( ) | | ( ) ( )| | | | ( ) ( )| | | (1)| | .pL L L L L L o  

Поэтому с вероятностью сколь угодно близкой к 1 существует постоянная C  
такая, что | ( ) |L C  для любых | | .C  Таким образом, по теореме о непо-
движной точке существует ограниченное по вероятности решение ˆ  уравнения 

( ) = 0.L  
Кроме того, из 2| ( ) ( )| (1)| |pL L o  и ограниченности по вероятности 

ˆ  вытекает, что ˆ ˆ ˆ ˆ| | | ( )| | ( ) ( )| (1),pL L L o  отсюда следует утвержде-
ние теоремы. ▶ 

Сравнение оценок. Как уже было отмечено, из двух оценок наилучшей ло-
гично полагать ту, рассеяние которой вокруг оцениваемого параметра меньше. 
Если оценка является несмещенной, то рассеяние оценки измеряется ее диспер-



М-оценки в пороговой авторегрессии 

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2018. № 3 17 

сией. Поэтому из двух несмещенных оценок лучшей будет оценка с меньшей 
дисперсией. К сожалению, для фиксированного объема n наблюдений диспер-
сию оценок вычислить можно лишь в самых простых случаях. Обычно удается 
доказать асимптотическую нормальность оценки, т. е. доказать слабую сходи-
мость при n  нормированной подходящим образом последовательности 
оценок к нормальной случайной величине. В этом случае сравнить точность 
двух оценок можно, сравнив их асимптотические дисперсии. 

Сравним эффективность М-оценки с -функцией Тьюки по отношению к 
оценкам наименьших квадратов и наименьших модулей и М-оценкам с -функ-
цией Хьюбера. Согласно данным, приведенным в работах [8, 9], для оценки 
наименьших квадратов *a  и оценки наименьших модулей a  асимптотические ко-
вариационные матрицы случайных последовательностей *n a a  и n a a  

равны 2 1K  и 1
2
1

4 (0)
K

f
 соответственно. По теореме 1 асимптотическая дис-

персия последовательности ˆn a a  для М-оценки â  с -функцией общего вида 

составляет 
2

11
2

1

E ( )
.

E ( )
K  При этом  

 

22 2 2
1

1

= ( ) , E ( ) = ( ) ( ) ,

E ( ) = ( ) ( ) .

x f x dx x f x dx

x f x dx
 

Значения асимптотических дисперсий первой координаты оценок наимень-
ших квадратов, оценок наименьших модулей, М-оценок с -функцией Хьюбера и 

-функцией Тьюки для некоторых наиболее распространенных вероятностных 
распределений t  приведены в таблице. Асимптотические дисперсии вычислялись 

для нормального распределения с плотностью 
2

21( ) = ,
2

x
f x e  распределения 

Лапласа с плотностью | |1( ) = ,
2

xf x e  распределения Коши с плотностью 

2
1( ) = ,

1
f x

x
 логистического распределения с плотностью 2( ) =

1

x

x

ef x
e

 и 

распределения Стьюдента с плотностью 1
2 2

1
2( ) =

1
2

m

m

f x
m xm

m

 и числом 

степеней свободы ,m  равным 2, 3, 5, 13 и 18. 
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Значения асимптотических дисперсий оценок наименьших квадратов (ОНК), 
наименьших модулей (ОНМ), М-оценок с -функцией Хьюбера (М-Х) и -функцией 

Тьюки (М-Т) при различных распределениях t  

Распределение t  ОНК ОНМ М-Х М-Т 

Нормальное 1 1,57 1,01 1,06 
Лапласа 2 1 1,59 1,42 
Логистическое 3,29 4 3,02 3,66 
Коши  2,47 3,52 2,32 
Стьюдента (18) 1,13 1,62 1,11 1,15 
Стьюдента (13) 1,18 1,63 1,15 1,18 
Стьюдента (5) 1,67 1,73 1,39 1,37 
Стьюдента (3) 3 1,85 1,69 1,56 
Стьюдента (2)  2 2,09 1,78 

 
Отметим, что дисперсия М-оценок зависит от параметра k  в формулах (3), 

(4), а значение ,k  при котором дисперсия минимальна, зависит от .f  Значения 
дисперсий, приведенные в таблице, соответствуют компромиссным значениям 

,k  равным 2 и 4,5 для М-оценок с -функцией Хьюбера и -функцией Тьюки. 
Оценка наименьших квадратов лучшая только при нормальном распределе-

нии .t  Из распределений, указанных в таблице, наибольшее сходство с нормаль-
ным имеют логистическое распределение и распределение Стьюдента с большим 
числом степеней свободы, плотности которых являются гладкими и достаточно 
быстро убывают на бесконечности. В этом случае М-оценки составляют конкурен-
цию оценке наименьших квадратов, причем М-оценка с -функцией Хьюбера 
превосходит оценку наименьших квадратов в случае двух распределений. 

Для распределения Лапласа отсутствие у плотности производной в нуле при-
водит к тому, что оценка наименьших квадратов является наихудшей, даже не-
смотря на экспоненциальную скорость сходимости на бесконечности плотности к 
нулю. Отметим, что оценка наименьших модулей для распределения Лапласа 
совпадает с оценкой максимального правдоподобия и поэтому является наилуч-
шей среди всех оценок, а не только среди исследуемых в настоящей работе. 

Распределение Стьюдента с двумя степенями свободы и распределение Ко-
ши имеют бесконечную дисперсию, что приводит для этих распределений к бес-
конечной асимптотической дисперсии у оценки наименьших квадратов, и, как 
следствие, несравнимо низкую эффективность оценки наименьших квадратов 
по отношению к остальным оценкам. 

Семейство распределений Стьюдента с различным числом m  степеней сво-
боды служит моделью гладких распределений, плотность которых на бесконеч-
ности убывает с различными скоростями — от квадратичной (у распределения 
Стьюдента с одной степенью свободы, совпадающим с распределением Коши) 
до практически экспоненциальной при достаточно больших числах .m  Соглас-
но данным, приведенным в таблице, с уменьшением числа степеней свободы 
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оценка наименьших квадратов сначала проигрывает только М-оценке с -функ-
цией Хьюбера, далее двум М-оценкам, а затем и всем трем, включая оценку 
наименьших модулей. 

Данные, приведенные в таблице, также свидетельствует о том, что если рас-
пределение t  практически не отличается от нормального, то целесообразно 
использовать М-оценку с -функцией Хьюбера, при более сильном отклонении 
распределения от нормального — применять М-оценку с -функцией Тьюки, а 
при значительном отклонении — оценку наименьших модулей. Отметим, что 
при еще большем отклонении распределения от нормального следует использо-
вать знаковую оценку [11]. 

В последнее время среди исследователей в различных областях науки растет 
понимание того, что распределение вероятности многих случайных величин, 
встречающихся на практике, и ранее считавшееся нормальным, является нор-
мальным лишь приближенно. Аргументируется эта точка зрения ссылкой на 
центральную предельную теорему, которая обосновывает большинство гипотез 
о нормальном распределении случайных величин, но которая в силу своего пре-
дельного характера всегда приводит лишь к приближенному нормальному рас-
пределению. Поэтому возникает потребность в изучении поведения оценок на 
распределениях, считающихся нормальными лишь приближенно, и выявлении 
оценок, достаточно эффективных на распределениях, несильно отличающихся 
от нормального. Наиболее распространенной моделью приближенного нор-
мального распределения является распределение, плотность которого имеет вид  

 
22
2221 1( ) = (1 ) , >1, 0 < < 1.

2 2

xx
f x e e  

Это распределение называется загрязненным нормальным распределением 
(contaminated normal distribution) и является смесью двух нормальных распреде-
лений, в которой с небольшой вероятностью  дисперсия нормального распре-
деления значительно увеличивается, иногда в несколько раз. Другими словами, 
если последовательность случайных величин t  имеет загрязненное нормаль-
ное распределение, то среди t  с вероятностью 1  встречаются стандартные 
(с нулевым математическим ожиданием и единичной дисперсией) нормальные 
величины, а с вероятностью  — нормальные величины с дисперсией 2 >1.  
Чем больше  и ,  тем сильнее загрязненное нормальное распределение откло-
няется от нормального. 

Распространенной мерой сравнения эффективности двух оценок между со-
бой является асимптотическая относительная эффективность по Питмену, рав-
ная обратному отношению их асимптотических дисперсий. Изучим поведение 
асимптотической относительной эффективности М-оценки первой координаты 
с -функцией Тьюки по отношению к остальным оценкам на семействе загряз-
ненных нормальных распределений. Другими словами, выясним, как зависит 
асимптотическая относительная эффективность от  и .  
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Обозначим через (М-Т, М-Х),e  (М-Т, ОНК)e  и (М, ОНМ)e  асимптотиче-
ские относительные эффективности М-оценки с -функцией Тьюки по отноше-
нию к М-оценке с -функцией Хьюбера, к оценке наименьших квадратов и 
оценке наименьших модулей соответственно. 

Линии уровня (М-Т, М-Х) 1e  (кривая 1), (М-Т, ОНК) 1e  (кривая 2), 
(М, ОНМ) 1e  (кривая 3) на плоскости ( , )  показаны на рисунке. Для  

сравнения на этом же рисунке приведена линия уровня (ОНМ, ОНК) 1e   
(кривая 4) асимптотической относительной эффективности оценки наимень-
ших модулей по отношению к оценке наименьших квадратов. При этом  
множество {( , ) : (М-Т, М-Х) >1}e  находится над кривой 1, множество 
{( , ) : (М-Т, ОНК) >1}e  — над кривой 2, множество {( , ) : (ОНМ, ОНК) >1}e  — 
над кривой 4, множество {( , ) : (М-Т, ОНМ) >1}e  — под кривой 3. 

Линии уровня (М-Т, М-Х) 1e  (1), (М-Т, ОНК) 1e  (2), (М, ОНМ) 1e  (3)  
и (ОНМ, ОНК) 1e  (4) на плоскости ( , )  

 
Типичными на практике считаются 10…15 % загрязнений (т. е. 

(0,1, 0,15)) уровня (3,10).  Заметно, что при = 0,1  метод наименьших 
квадратов уступает М-оценке с -функцией Хьюбера при > 1, 7,  которая, в 
свою очередь, уступает М-оценке с -функцией Тьюки при > 2, 42.  Превосход-
ство оценки наименьших модулей над М-оценкой с -функцией Тьюки при 

= 0,1  наступает лишь при > 21, 5.  Таким образом, для типичных на практике 
значений целесообразнее использовать М-оценку с -функцией Тьюки. С воз-
растанием величины  преимущество М-оценки с -функцией Тьюки только 
увеличивается. Так, при = 0,15  метод наименьших квадратов уступает  
М-оценке с -функцией Хьюбера уже при > 1, 63,  которая, в свою очередь, 
уступает М-оценке с -функцией Тьюки при > 2, 23.  

Заключение. В типичных ситуациях на практике при оценивании парамет-
ров модели пороговой авторегрессии М-оценку с -функцией Тьюки следует 
предпочесть остальным оценкам, в частности оценке наименьших квадратов и 
оценке наименьших модулей. 
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