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Аннотация Ключевые слова 
Изучена эволюция теплового возмущения в нелинейной 
среде, коэффициент теплопроводности которой явно 
зависит от времени и является степенной функцией 
температуры с показателем, зависящим от времени, при 
наличии в этой среде объемного поглощения теплоты. 
Наличие младших членов в квазилинейном параболиче-
ском уравнении, описывающем эти процессы переноса, 
влияют на существование и характер процесса теплопе-
реноса в анализируемой среде. Качественно рассмотрены 
физические свойства изучаемого процесса и его специфи-
ческие особенности, в частности такие режимы, как  
режим пространственной локализации и его разновид-
ность — стабильная и метастабильная локализация. Рас-
смотрена задача о влиянии мгновенного источника на 
процесс распространения теплового возмущения в изо-
тропном пространстве. Приведены условия существова-
ния решения задачи Коши, описывающей этот процесс,  
а также положение фронта тепловой волны, разделяюще-
го невозмущенную зону от возмущенной в произвольный 
момент времени. Указаны условия пространственной 
локализации этих возмущений, т. е. предсказаны грани-
цы, за пределы которых тепловые возмущения от этого 
источника не проникают 
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Введение. Исследование процессов переноса энергии в распределенных систе-
мах (в частности, в высокотемпературных средах) вынуждает учитывать неко-
торые особые свойства этих сред. К таким свойствам следует отнести зависи-
мость теплоемкости и коэффициента теплопроводности среды от температуры, 
а также вклад в энергетический баланс объемного излучения (поглощения),  
экзо- и эндотермических процессов ионизации, химических реакций горения  
и пр. Исследование нелинейных уравнений переноса энергии (нелинейность 
обусловлена учетом перечисленных факторов) привело к обнаружению ряда 
нелинейных эффектов, а именно инерции [1] и пространственной локализа- 
ции [2] тепловых процессов. 
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В настоящей работе рассмотрено квазилинейное параболическое уравнение 
 div[ , , grad  ] ( , ),t xu K t u u u F t u  

описывающее широкий класс нестационарных диффузионных процессов переноса, 
таких как теплопроводность, турбулентная фильтрация, течение неньютонов- 
ской жидкости со степенным реологическим законом, диффузия и т. д., когда  
физические характеристики среды являются функциями не только , ,u t x  но  
и времени t  [3]. Здесь и далее использованы следующие обозначения: / ;xu u x  

/ .tu u t  
Постановка задачи. Оставаясь в рамках физической модели теплопроводно-

сти, рассмотрим процесс переноса теплоты в среде, коэффициент теплопроводно-
сти которой явно зависит от времени и степенным образом от температуры. В свою 
очередь, показатель степени зависит от времени: , , ;   0;xK t u u u t  

0.t  Предположим также, что в такой среде протекают процессы, приво-
дящие к поглощению (выделению) тепловой энергии с объемной мощностью, за-
висящей от локального значения температуры и времени специальным образом 

, ln .F t u t u u  Эволюция структур в этих средах существенно отличается от 
классических диффузионных процессов, описываемых линейными параболиче-
скими уравнениями, и проявляется при исследовании распространения возмуще-
ний в нелинейных средах по нулевому невозмущенному фону, когда в соответ-
ствующих задачах начальное распределение 00, ,u x u x  описывающее про-
филь структуры в начальный момент времени, задано в виде финитной функции с 
компактным носителем 0 0

10, ;  supp  0, .u x u x С R u x l  
Под решением задачи 

 [ ] ln ;t x xu t u u t u u  (1) 

 00, ( )u x u x  (2) 
будем понимать обобщенное решение, имеющее слабый разрыв в области вы-
рождения, но обладающее тем свойством, что всюду в 2 , : 0, 0R t x t x  
сохраняется непрерывность функций u и П ,xt u u  что физически равно-
сильно условиям непрерывности температуры ( , )u t x  и теплового потока П.  
Это является естественным для выбранной физической модели процесса.  
Исследованию подобных задач посвящено большое число работ [4−13]. 

Построение аналитических решений. Первое решение. Теорема 1. Задача 
(1), (2) при 1/ (0)

0 0( )u b l x  имеет решение 

 
( )

ф ф0

ф

[ ] , ;
,

0,  ,

t m tb x t x x x t
u t x

x x t
 

где 
0

exp   ,
t

t d  1/
ф 0

0
( )  ,

t
mx t mb d l  const   0,m  такая, 

что 1.m  
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 Покажем, что при определенных соотношениях между функциями 
,   ( )t t  и ( )t  задача (1), (2) имеет точное аналитическое решение, которое 

будем искать в виде 

 , , ,tu t x w t x  (3) 

где ( )t  — неопределенная функция времени. Подставив (3) в (1), получим 

 1 1ln ln .t x x
u u w w w w t u u  

Если потребовать, чтобы 

 
0

exp   ,
t

t d  (4) 

то задача (1), (2) сводится к следующей задаче: 

 

1 1

0

  ;
0, .

t x x
w w w w

w x u x  (5) 

Будем искать решение задачи (5) первоначально в виде 

 
, 0;

,
0,  0,

mb
w t x  (6) 

где ф0,    ,   const   0.b b t x t x m  Подставляя (6) в (5), получаем ра-
венство 

 1 21 ( 1) 1 ( 1)
ф 1 ,1 mm m mb b mb x m m b  (7) 

из которого следует, что поиск решения возможен в двух случаях. Первый из 
них при 0 const 0.b t b  Тогда во втором случае при 1m  скорость рас-
пространения фронта волны возмущения определяется соотношением 

 1/
ф 0

( ) ,
( )

m tx t b
t

 

или, что то же самое, 1
ф 0

/ .mx t mb t t  Это свидетельствует о том, что 
распространение возмущений происходит в режиме волны разогрева ф 0,x t  
а пространственная локализация этих возмущений достигается при сходимости 

несобственного интеграла 
0

( )  .d  Окончательно можно утверждать, что 

решение задачи (1), (2) при 0 const 0 b  имеет вид  

 
( )

ф ф0

ф

[ ] , ;
,

0, ,

t m tb x t x x x t
u t x

x x t
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где ( )t  — функция, которую находят из требования (4); 1/
ф 0

0

t
mx t mb  

( )  .d l   
Второе решение. Второй путь поиска решения задачи (1), (2) в представле-

нии (3), (6) очевиден в случае, когда ф 0,x t  т. е. когда фронт волны стабиль-
но неподвижен, что свидетельствует о самолокализации процесса. Предполо-
жим, что решение задачи (1), (2) стабильно (метастабильно) локализовано, если 

0supp  ,    supp u t x u x  для [0, )t  (соответственно для 0, , t T
const     ).T  Справедлива следующая теорема. 

Теорема 2. Задача (1), (2) при 0 0
mu x b l x  имеет решение 

 

1/
2/ 2/

0
0

2 1   ( ) , ;,
0, ,

t
mb m d l x x lu t x

x l
 

где 
0

exp   ,
t

t d  const   0,m  такая, что 2,m  а несобственный 

интеграл 2/
0

0
1   / 2mm d b  является сходящимся. 

 При ф 0x t  уравнение (7) вырождается в уравнение  

 1 21 1 ,mb m m b  

откуда следует, что решение возможно лишь при условии 2,m  где t  
удовлетворяет (4), а функция b t  — уравнению 1 2/ 1 .mb b m m  Отсюда 
получаем  

 
/2

2/
0

0
2 1   ,

mt
mb t b m d  

где 0 const .b   

Сходимость несобственного интеграла 2/
0

0
1   / 2mm d b  в со-

вокупности с согласованным начальным распределением 00,u x u x  

0
mb l x   позволяет найти решение задачи (1), (2), описывающее режим ста-

бильной локализации с неподвижным фронтом ф const :x l  

 

1/
2/ 2/

0
0

2 1   ( ) , ;,
0, .

t
mb m d l x x lu t x

x l
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Третье решение. Еще одно решение системы (5) можно получить, полагая  
в (6) ф ,  1.x x  В этом случае система (5) принимает вид 

 
1 ( 1) 1 1

фф
1 2 1 1( 1) 2

ф1 1 1 1 ,

m m m

m m

b b mb x x

mb x m x m
 

откуда следует, что точное решение возможно при 2  и 1.m  Тогда при-
веденное уравнение имеет вид 

 1 ( 1) 2
ф ф ф2 2 2 1 1 1 2 1 .b b mbx x mb m x m  

Анализ этого уравнения показывает, что точное решение существует при 
выполнении условий 

 1 22 1 0;b m b  

 ф

ф
2 ,

x b
x

 

откуда получаем 

 1/
0

0

22 ;1
mt

mb t b dt  

 1/
ф

0
 exp  2 .

t
mx t l b dt  

Окончательно имеем, что решение задачи (1), (2) при 2 2
0 0

mu x b l x  
имеет вид (3), (4), что, в свою очередь, сводит задачу (1), (2) к виду (5), решение 
которой (6) при 2 2

фx x  и 1m  при 0 const,  constb m  доказывает су-
ществование решения.  

Задача о влиянии мгновенного теплового источника. Предыдущее исследо-
вание позволяет подойти к решению задачи о влиянии мгновенного источника на 
процесс распространения теплового возмущения в изотропном пространстве 

 1
1 , ,s

t xs x
tu x u u F t u

x
 (8) 

 00, ,su x Q x  (9) 

где 0 ,Q Q c  Q  — мгновенно выделяемая энергия в начальный момент 
времени 0;t  sx  — дельта-функция Дирака, 1,2,3s  соответствует случа-
ям плоской, осевой и центральной симметрий; 0.t  Отметим также, что 
распространение тепловой волны от мгновенного теплового источника рас-
сматривалось как в среде, движущейся с постоянной скоростью [3], так и в сре-
де с объемным поглощением теплоты [4]. 
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Согласно проведенному анализу, решение задачи (8), (9) следует искать в 
виде 

 
1

2 2
фф

ф

, ( );,
0, ( }.

ta t x x x x tu t x
x x t

 (10) 

Подставляя (10) в уравнение (8), получаем систему уравнений 

 , ln ;F t u u u  (11) 

 2ln 2 0;ta a s  (12) 

 ф
2ln .tx a  (13) 

Обозначив в уравнении (12) выражение ln ,a K t  получим уравнение 

 22   0KK s e  или 22 .Ke K s  

Отсюда следует 

 
0

2  2 ,    const .
t

Ke s dt A A  

Тогда, поскольку 
0

2ln 2 ,
t

K t A s dt  
1/

0

22 .
t

a t A s dt  

Учитывая физическую постановку задачи, при 0t  имеем ,a t  отсюда 
 const  0.A  Окончательно 

 
1/

0
2 ,2t

a t s dt  (14) 

а положение фронта тепловой волны в любой момент времени определяется как 

 ф
0

exp 2 .
t

x t C a dt  (15) 

Учитывая, что начальное распределение 00,u x u x  в рассматриваемой 
задаче Коши для уравнения (8) представляет собой функцию типа дельта-
функции (9), удовлетворяющую условию  

 1
0 0

0
,su x M s x dx Q  (16) 
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где  

 
2, 1;

2 , 2;
4 , 3,

s
M s s

s
 

определим константу ,C  входящую в соотношение (15), используя интеграль-

ное условие (16), которое можно записать в виде 
ф

1
0

0 0
lim , .

x
s

t
u t x M s x dx Q  

Применяя (10), перепишем последний интеграл как  

 
ф 2 1

2/
ф 1

ф ф0

/

ф

1

( ) 1 ,
x s

s
s

x x dxM s a t x
x x x

 

отсюда 

 

ф 1/1
1 2/ 2 1

ф
0 0

2/
ф

, 1

1, ,
2 2

x
s s s

s

u t x M s x dx M s a t x d

M s sa t x B
 

где ф .x x  
Это позволяет вывести условие существования решения задачи Коши 

 2/
ф0

lim const 0.s
t

a t x R   

Тогда 0
0 1

, .
2 2 0

RM s sQ B  Согласно (15), движение фронта темпера-

турной волны происходит в режиме «волны разогрева» ф 0  0 ,x t t  а ло-
кализация этих возмущений (когда можно указать границу, за которую волна 

нагрева не проникает) имеет место при сходимости интеграла 
0

.a dt  

Заключение. Рассмотренные методы поиска, как и решения, наряду с полу-
ченными ранее решениями [1−6, 10−12], позволяют с помощью теорем о моно-
тонной зависимости от параметров задач и теорем сравнения [3−5] исследовать 
и оценивать те решения, которые аналитическим путем получить затруднитель-
но или невозможно. 
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Abstract Keywords 
We study the evolution of thermal perturbation in a non-
linear medium whose thermal conduction coefficient explicit-
ly depends on time and is a power function of temperature, 
with its exponent also being time-dependent if there is volume 
absorption of heat in this medium. The presence of lowest 
terms in the quasi-linear parabolic equation governing these 
transport processes affects the properties of the heat transport 
process in the medium under consideration. The analysis of 
physical properties of the studied process is conducted and its 
specific characteristics, i. e. the spatial localization mode, and 
its variations, i. e. stable and metastable localization, are exa-
mined. The effect of an instantaneous heat source on propaga-
tion of thermal perturbation in an isotropic medium is con-
sidered. The study introduces the conditions for existence of a 
closed-form solution of the Cauchy problem describing the 
process, as well as the location of the heat wave front that 
separates the perturbed and unperturbed zones at an arbitrary 
moment in time. The conditions for the spatial localization of 
these perturbations are indicated, i. e. the boundaries are 
predicted beyond which thermal perturbations from this 
source do not penetrate 

Quasi-linear parabolic equation, non-
stationary non-linearity, spatial locali-
zation 
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