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Введение. В различных электро- и радиотехнических устройствах, работающих при 
высоких эксплуатационных нагрузках, достаточно широко применяют полимер-
ные диэлектрические материалы. Вызванное диэлектрическими потерями объем-
ное энерговыделение в таких материалах приводит к повышению рабочей темпера-
туры диэлектрика. В случае недостаточно интенсивного теплоотвода выделяющей-
ся энергии в окружающую среду температура диэлектрика возрастает, что для 
большинства используемых полимерных материалов вызывает увеличение диэлек-
трических потерь. В результате может возникнуть положительная обратная связь, 
приводящая к дальнейшему росту температуры. При этом установившееся темпе-
ратурное состояние диэлектрика станет невозможным, температура диэлектрика 
превысит допустимое для используемого полимерного материала значение и воз-
никнет состояние так называемого теплового пробоя диэлектрика (в отличие от 
пробоя электрического [1–3]), приводящее к тепловому разрушению материала 
(расплавлению, науглероживанию, обугливанию [4]). 

Среди полимерных материалов выделяют неполярные и полярные диэлек-
трики, отличающиеся характером зависимости диэлектрических потерь от темпе-
ратуры. В неполярных полимерных диэлектриках эти потери связаны в основном 
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с эффектом сквозной проводимости полимерного материала и, как правило, мо-
нотонно возрастают с увеличением температуры. В полярных диэлектриках, наря-
ду со сквозной проводимостью, существенную роль играют явления поляризации 
отдельных фрагментов молекулярной структуры полимера, что приводит к немо-
нотонной температурной зависимости тангенса угла диэлектрических потерь, 
имеющей в рабочем диапазоне значений температуры один или несколько макси-
мумов [5–7]. Как правило, с увеличением частоты рабочего напряжения эти мак-
симумы смещаются в направлении более высоких значений температуры. Такая 
особенность температурной зависимости диэлектрических свойств полярных по-
лимерных диэлектриков существенно усложняет анализ их температурного состо-
яния и оценку работоспособности устройств, в которых применяются такие ди-
электрики. 

Известные математические модели, описывающие температурное состояние 
диэлектриков, и построенные на основе этих моделей теории теплового пробоя 
разработаны применительно к монотонно возрастающей зависимости диэлектри-
ческих потерь от температуры [1–3]. Эту зависимость обычно аппроксимируют 
возрастающей экспоненциальной функцией с показателем, пропорциональным 
температуре. Для расширения возможностей количественного анализа темпера-
турного состояния полимерных диэлектриков с немонотонной зависимостью  
диэлектрических потерь от температуры и установления условий вероятного воз-
никновения теплового пробоя таких диэлектриков могут быть применены совре-
менные методы математического моделирования [8, 9]. В настоящей работе для 
плоского слоя полимерного диэлектрика с произвольным характером зависимо-
сти диэлектрических потерь от температуры построена математическая модель, 
описывающая установившееся распределение температуры в этом слое. Такой мо-
дели поставлено в соответствие интегральное соотношение, позволяющее проана-
лизировать температурное состояние диэлектрика и установить условия, при ко-
торых наступает состояние теплового пробоя. 

Постановка задачи. При малой толщине h  по сравнению с размерами 
плоского слоя диэлектрика в тангенциальных направлениях и постоянных 
условиях теплообмена на каждой поверхности этого слоя установившееся рас-
пределение температуры ( )T z  в нем можно полагать одномерным, зависящим 
лишь от одной координаты z  в направлении общей нормали к этим поверхно-
стям. Отсчет этой координаты выберем на одной из поверхностей слоя. Тогда 
координата точек на другой поверхности будет равна = .z h  

Одномерное установившееся распределение температуры в плоском слое ди-
электрика, материал которого имеет зависящий от температуры коэффициент теп-
лопроводности ( ),T  удовлетворяет дифференциальному уравнению [10]  

 ( )( ) ( ) = 0.V
d dT zT q T
dz dz

 (1) 

Здесь ( )Vq T  — зависящая от температуры объемная мощность энерговыделе-
ния, обусловленная диэлектрическими потерями в этом слое [11, 12],  
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 2( ) = ( ),V aq T E T  (2) 

где E  — напряженность электрического поля; ( )a T  — зависящая от темпера-
туры удельная объемная активная проводимость диэлектрика при переменном 
напряжении, 

 0 0 0 0 10

( )tg ( )
( ) = ( ) = 2 ( )tg ( ) .

1, 8 10a
T T

T T f T T f  (3) 

Здесь  — угловая (круговая) частота изменения напряжения; 0
128, 8542 10 Ф/м — электрическая постоянная; ( ) = ( )tg ( )T T T  — коэф-

фициент диэлектрических потерь; 0 = /(2 )f  — частота переменного напря-
жения; ( )T  — относительная диэлектрическая проницаемость диэлектрика; 

( )T  — угол диэлектрических потерь. 
Если для рассматриваемого полярного диэлектрика допустимо пренебречь 

зависимостью относительной диэлектрической проницаемости от температуры, 
то в плоском слое такого диэлектрика напряженность электрического поля 
можно принять постоянной и выразить через абсолютное значение разности 
электрических потенциалов U  на поверхностях слоя диэлектрика, записав  
 = / .E U h  (4) 

Тогда формула (2) с учетом соотношений (3) и (4) примет вид  

 2
*( ) = ( / ) ( ),Vq T h T  (5) 

где 2 2 10
0* = ( ) / (1, 8 10 ).U f  Поскольку ( ) > 0T , значения функции ( )Vq T  бу-

дут также положительными. 
Решение уравнения (1) должно удовлетворять граничным условиям, кото-

рые зададим в виде   

 =0 *
( ) | = 0, ( ) = ,z

dT z T h T
dz

 (6) 

где *T  — заданное значение температуры на поверхности слоя при = .z h  Пер-
вое равенство (6) определяет условие идеальной теплоизоляции поверхности 
слоя при = 0,z  что равносильно рассмотрению плоского слоя толщиной 2 ,h  на 
обеих поверхностях которого заданы одинаковые значения температуры. Из 
заданных граничных условий при ( ) > 0T  и ( ) > 0Vq T  следует, что значение *T  
будет определять точную нижнюю грань множества возможных значений тем-
пературы в слое диэлектрика, а значение 0 = (0),T T  соответствующее температу-
ре на идеально теплоизолированной поверхности слоя диэлектрика, является 
точной верхней гранью этого множества. 

В силу нелинейности уравнения (1) решение поставленной задачи в общем 
случае не удается представить соотношением, разрешенным относительно ис-
комого распределения ( )T z  температуры в слое диэлектрика. Однако при из-
вестных функциях ( )T  и ( )T  можно построить интегральное соотношение, 
связывающее эти функции с распределением температуры.  
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Интегральное соотношение. Подстановка = ( ) ( )/p T dT z dz  позволяет по-
лучить первый интеграл уравнения (1), который с учетом формулы (5) примет 
вид  

 
2 2

*1 2
*

( )( ) = 2 ( ) ( ) .
T

T

dT zT C T T dT
dz h

 (7) 

Использовав первое равенство (6), константу 1C  можно выразить через не-
известное значение 0 ,T  записав  

 
2 0
*

1 2
*

= 2 ( ) ( ) .
T

T
C T T dT

h
 

После подстановки этого равенства в формулу (7) получим дифференци-
альное уравнение первого порядка  

 
1/2

0( )( ) = 2 ( ) ( ) ,
T

T

dT zT T T dT
dz h

 

в котором исходя из физического смысла задачи следует в правой части равен-
ства выбрать знак «минус» [10]. Интегрирование этого уравнения приводит к 
соотношению  

 
1/2

0
2

* *

= 2 ( ) ( ) ( ) .
TT

T T

hz C T T dT T dT  

Если в этом соотношении верхний предел внешнего интеграла принять равным 
* ,T  то в силу второго равенства (6) 2 =C h  и  

 
1/2

0

*

*

1 = 2 ( ) ( ) ( ) .
TT

TT

z T T dT T dT
h

 (8) 

Полагая при = 0z  верхний предел внешнего интеграла в равенстве (8) рав-
ным 0 ,T  приходим к итоговому интегральному соотношению  

 
1/2

0 0

*
*

= 2 ( ) ( ) ( ) ,
T T

T T
T T dT T dT  (9) 

связывающему параметр * ,  включающий разность потенциалов на поверхностях 
диэлектрика, со значением 0T  и функциями ( )T  и ( ).T  Соотношение (9) со-
ставляет основу математической модели, позволяющей провести количественный 
анализ установившегося распределения температуры в плоском слое диэлектрика и 
определить условия, предшествующие тепловому пробою этого слоя.  

Количественный анализ модели. При проведении количественного анали-
за построенной математической модели целесообразно в интегральном соотно-
шении (9) и в равенстве (8) перейти от зависимости ( )T  коэффициента тепло-
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проводности диэлектрика от температуры к безразмерной функции ( ),T  введя 
безразмерную величину *( ) = ( )/ ,T T  где * *= ( ).T  Тогда вместо соотноше-
ния (9) получим  

 
1/2

0 0

*
*

= 2 ( ) ( ) ( ) .
T T

T T
T T T dT T dT  (10) 

Здесь 1/2 6 1/2
0** ** *= /( ) = 7, 45 10 /( / ) ,T U T f  а вместо равенства (8) —  

 
1/2

0

*
*

(1 ) = 2 ( ) ( ) ( ) ,
TT

T T
T T T dT T dT  (11) 

где = / .z h  
В качестве исходных данных для количественного анализа используем ин-

формацию о диэлектрических характеристиках полиимидного полимерного 
материала Kapton H (фирма Du Pont). Зависимости от температуры относитель-
ной диэлектрической проницаемости и тангенса диэлектрических потерь для 
этого материала при двух значениях частоты 0f  приведены на рис. 1 [6]. Чтобы 
использовать эту информацию в полном объеме, примем значение температуры 
на поверхности слоя диэлектрика при =1 равным * = 50T  C = 223 K. Коэф-
фициент ( )T  диэлектрических потерь в диапазоне значений температуры 
350…540 K близок к значению 0,01 (кривые 1 и 2 на рис. 2), но при > 540T  K 
коэффициент резко возрастает вследствие столь же резкого увеличения значе-
ния tg  (рис. 1, б). 

Рис. 1. Зависимости относительной диэлектрической проницаемости (а) и тангенса угла 
диэлектрических потерь (б) полимерного материала Kapton H от температуры при значе- 
                                                     ниях частоты 1 (1) и 100 кГц (2) 

 
Кривые 1 и 2, приведенные на рис. 2, построены по формуле (10) при по-

стоянном значении коэффициента теплопроводности и устанавливают связь 
параметра  с искомой температурой 0T  на идеально теплоизолированной по-
верхности слоя диэлектрика. Для частоты 0 =1f  кГц функция 0( )T  достигает 
максимального значения *

1 26, 25  при 0 494,0T  K, а для частоты 100 кГц — 
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Рис. 2. Зависимость коэффициента ди-
электрических потерь  от температуры T  
при значениях частоты 1 (1) и 100 (2) кГц; 
зависимость параметра  от температуры 

0T  при значениях частоты 0 =1f  кГц для 
=0a  (3), = 0,002a  (5), = 0,002a  1/K (6) и 

при значениях частоты 0 =100f  кГц для   
     =0a  (4), = 0,002a  (7), = 0,002a 1/K (8)  
 

 
значения *

2 23, 26  при 0 538, 7T  K. Каждому значению ,  меньшему по срав-
нению со значением *

1  или *
2 ,  соответствуют два значения 0 ,T  т. е. два решения 

дифференциального уравнения (1) с граничными условиями (6). При этом реше-
ние, отвечающее точке при большем значении 0T  на нисходящей ветви кривой за-
висимости 0( ),T  является неустойчивым [12] и в слое диэлектрика может быть 
реализовано установившееся температурное состояние при меньшем значении 0 .T  

Если параметр  имеет значение, большее по сравнению со значением *
1  

или *
2 ,  то решение задачи (1), (6) отсутствует, что означает нереализуемость 

установившегося температурного состояния в слое диэлектрика. Следователь-
но, распределения температуры *

1 ( )T  или *
2 ( ),T  соответствующие значениям 

*
1  или *

2 ,  являются предельными, предшествующими наступлению в слое ди-
электрика состояния теплового пробоя. Эти распределения температуры, рас-
считанные по формуле (11), представлены на рис. 3. 

 
Рис. 3. Предельное распределение *( )T  
температуры по толщине слоя диэлектрика 
при температуре * = 223T K для 0 =1f  (1) и 

0 =100f  кГц  (2), при температуре * = 293T  K 
для 0 =1f  (3) и 0 =f 100  кГц (4), при темпе-
ратуре * =T 323  K для 0 =1f  (5) и 0 =f  

100   кГц  (6), распределение температуры 
( )T  при частоте 100 кГц и рабочем на-

пряжении 50 кВ для * = 223T  (7), * = 293T  (8)  
                               и * = 323T  K (9)   

Максимальные значения параметра  определяют критические значения *U  
так называемого пробивного напряжения [1, 2], превышение которого при- 
водит к явлению теплового пробоя слоя диэлектрика. Если для полимерного мате-
риала Kapton H принять * = 0, 44  Вт/(м K), то при частоте 0 =1f  кГц  

*
1 =U 5 * 1/2

1 0* *1,34 10 ( / ) 1,1T f МВ, а при 0 =100f  кГц * 5 *
2 2= 1, 34 10U

1/2
0* *( / ) 97,6T f кВ. 
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Для оценки влияния изменения с температурой коэффициента теплопровод-
ности диэлектрика на связь между параметром  и значением 0T  используем 
гипотетическую линейную зависимость *( ) =1 ( ),T a T T  где а — коэффици-
ент, который может принимать как положительные, так и отрицательные значе-
ния. Рассчитанные по формуле (10) кривые 5 и 6 (см. рис. 2) представляют собой 
зависимости 0( )T  для частоты 0 =1f  кГц при = 0, 002a  1/K и = 0,002a  1/K. 
Увеличение коэффициента теплопроводности приводит к возрастанию макси-
мального значения ,  а уменьшение этого коэффициента вызывает обратный 
эффект, причем максимальные значения параметра  достигаются при практиче-
ски одинаковых значениях температуры 0.T  Аналогичным является результат 
вычислений при частоте 0 =100f  кГц и приведенных выше значениях коэффици-
ента a  (кривые 7 и 8 на рис. 2). Поскольку принятая линейная зависимость ко-
эффициента теплопроводности от температуры при фиксированной частоте из-
менения напряжения существенно не влияет на значение 0,T  соответствующее 
максимуму параметра ,  изменение представленных на рис. 3 распределений 
температуры по толщине слоя диэлектрика, предшествующих наступлению со-
стояния теплового пробоя, будет весьма незначительным. 

Увеличение температуры на поверхности с координатой =1 приводит к 
уменьшению максимального значения *,  но мало влияет на соответствующую 
этому значению температуру на идеально теплоизолированной поверхности слоя 
диэлектрика. Для сравнения на рис. 4 приведены зависимости 0( )T  для значений 

частоты 1 и 100 кГц (сплошные и штриховые линии) при значениях температуры 
*T  = 223 K (кривые 1 и 2), 293 K(кривые 3 и 4) и 323 K (кривые 5 и 6). Для частоты 

1 кГц при температуре * = 293T  K максимальному значению * 20, 45  соответ-
ствует пробивное напряжение 984U  кВ, а при температуре * = 323T  K макси-
мальному значению * 18, 22  — значение 921U  кВ. Таким образом, с по-
вышением значения температуры *T  на поверхности диэлектрика с координатой 
происходит некоторое снижение пробивного напряжения слоя диэлектрика. 
Увеличение частоты, приводящее к возрастанию диэлектрических потерь, вызы-

 
Рис. 4. Зависимости параметра  от
температуры  при температуре 

 K для  (1) и  кГц (2),
при температуре  K для  (3)
и  кГц (4), при температуре 
     = 323 K  (5)  и  кГц (6)  
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вает более существенное снижение пробивного напряжения: для частоты 100 кГц 
при температуре * = 323T  K максимальное значение * 18, 63  определяет про-
бивное напряжение 98, 6U  кВ, а при температуре * = 323T  K максимальное 
значение * 16, 83  — значение 85U  кВ. 

Для сравнения на рис. 3 с предшествующими наступлению состояния теп-
лового пробоя слоя диэлектрика распределениями температуры *( )T  при зна-
чении * = 223T  K к кривым 1 и 2 для значений частоты 1 и 100 кГц также добав-
лены аналогичные распределения при значениях * = 293T  K (кривые 3 и 4) и 

* = 323T  K (кривые 5 и 6). При частоте 100 кГц и рабочем напряжении 50 кВ 
значение параметра  ≈ 11,9. Этому значению при температуре *T  = 223, 293 и 
323 K будут отвечать значения 385, 432 и 458 K температуры 0T  на идеально 
теплоизолированной поверхности слоя диэлектрика (см. рис. 4). Распределения 

( )T  температуры по толщине этого слоя при указанных условиях представле-
ны на рис. 3 кривыми 7, 8 и 9. При выбранном в рассматриваемом случае рабо-
чем напряжении увеличение значения *T  приводит примерно к пропорцио-
нальному возрастанию температуры 0.T  

Заключение. Представленная математическая модель при переменном 
напряжении описывает установившееся распределение температуры в плоском 
слое диэлектрика из полимерного материала с немонотонной зависимостью ди-
электрических потерь от температуры. Основой модели является интегральное 
соотношение, позволяющее получить оценки пробивного напряжения, соответ-
ствующего возникновению состояния теплового пробоя слоя диэлектрика. 
Проведен количественный анализ модели для диэлектрика из полиимидного 
полимера при двух значениях частоты изменения напряжения. 
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Abstract Keywords 
The purpose of the study was to build a mathematical 
model describing the steady-state temperature state of a 
planar homogeneous layer of a polymer dielectric with a 
nonmonotone temperature dependence of the dielectric 
losses at an alternating voltage. The model was assigned to 
the integral relation which takes into account a possible 
change in the heat conduction coefficient of a dielectric 
with temperature. The quantitative assay of the integral 
relation allows us to determine the conditions under which 
dielectric thermal breakdown occurs, as well as the limiting 
temperature distribution over the thickness of the layer 
before the onset of this state 
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