
24 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2018. № 4 

УДК 517.928.4 DOI: 10.18698/1812-3368-2018-4-24-35 

ИССЛЕДОВАНИЕ ОДНОГО КЛАССА НЕЛИНЕЙНОГО  
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА  
В ОБЛАСТИ АНАЛИТИЧНОСТИ  

В.Н. Орлов1 orlowvn@rambler.ru 
О.А. Ковальчук1  
Е.П. Линник2 aplinnik@mail.ru 
И.И. Линник2  

1 Национальный исследовательский Московский государственный строительный 
университет, Москва, Российская Федерация 
2 Крымский федеральный университет им. В.И. Вернадского, Республика Крым,  
Российская Федерация 

Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрен класс обыкновенных нелинейных диффе-
ренциальных уравнений третьего порядка с полиноми-
альной правой частью второй степени, обладающих 
подвижными особыми точками алгебраического типа и в 
общем случае неразрешимых в квадратурах. Существу-
ющая классическая теория, в частности теорема Коши 
существования решения дифференциального уравнения, 
в таком случае практически не применима. Для решения 
этой категории уравнений одним из авторов настоящей 
статьи разработан аналитический приближенный метод, 
состоящий из шести математических задач. Представле-
но исследование аналитического приближенного реше-
ния в области аналитичности, включающее в себя дока-
зательство теоремы существования решения, построение 
аналитического приближенного решения и исследование 
влияния возмущения начальных условий на аналитиче-
ское приближенное решение. Доказательство теоремы 
существования основано на методе мажорант в новом 
варианте, позволяющем провести намеченные исследо-
вания. Приведен вычислительный эксперимент с при-
влечением апостериорной оценки погрешности, с учетом 
которой можно существенно улучшить получаемые 
априорные оценки погрешности 
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Введение. Один из важных аспектов дифференциальных уравнений — матема-
тическая модель различных процессов и явлений в теории оптимального 
управления [1, 2], теории эволюционных процессов [3], нелинейной оптики [4], 
теории упругости [5], нелинейной диффузии [6], оптимизации стержня реакто-
ра [7], нелинейной волновой теории [8], жизнестойкости зданий и сооружений 
[9, 10]. Если для линейных дифференциальных уравнений математическая тео-
рия разработана в достаточно полном объеме, то для нелинейных дифференци-
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альных уравнений требуется развитие математической теории. Наибольший ин-
терес представляют нелинейные дифференциальные уравнения с подвижными 
особыми точками, которые относятся к классу не разрешимых в общем случае  
в квадратурах. Согласно перечисленным выше работам, эти уравнения имеют 
практическое приложение в различных областях. Следует отметить несколько 
работ, посвященных разработке аналитического приближенного метода решения 
таких уравнений, позволяющего исследователям строить более сложные и точ-
ные математические модели, приводящие к нелинейным дифференциальным 
уравнениям [11−14]. 

Материалы и методы решения. С учетом необходимого условия существо-
вания подвижной особой точки [16] в работе [17] было доказано ее существо-
вание для класса нелинейных дифференциальных уравнений 2= ( )y y r x  и 
построено аналитическое приближенное решение в окрестности подвижной 
особой точки. В настоящей работе для рассматриваемого класса нелинейных 
дифференциальных уравнений продолжено исследование решения в области 
аналитичности, включающее в себя следующие этапы: 1) доказательство теоре-
мы существования решения в области аналитичности; 2) построение аналитиче-
ского приближенного решения; 3) исследование влияния возмущения началь-
ных данных на аналитическое приближенное решение. Следует отметить, что 
классическая теорема Коши существования решения дифференциального урав-
нения в силу специфики доказательства не позволяет провести второй и третий 
этапы исследования. 

Результаты. Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение  

 2
0 1 2= ( ) ( ) ( ).y a x y a x y a x  

Как показано в работе [17], с помощью определенной замены переменной 
уравнение приводится к нормальному виду. Рассмотрим задачу Коши  

 2= ( );y y r x  (1) 
 0 0 0 1 0 2( ) = , ( ) = , ( ) = .y x y y x y y x y  (2) 

Теорема 1. Пусть выполняются условия:  
1) ( )r x C  в области 0 1| |< ,x x  1 = const;  

2) 
( )

0( ): .
!

n
n n

r xM M
n

  

Тогда ( )y x  является аналитической функцией  

 0
0

( ) = ( )n
ny x C x x  (3) 

в области 0 2| |< ,x x  где  
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◀ В силу условия теоремы имеем  

 0
0

( ) = ( ) .n
nr x A x x  (4) 

Представим ( )y x  в виде (3) и подставим вместе с (4) в (1):  

 3 *
0 0 0

3 0 0
( 1)( 2) ( ) = ( ) ( ) ,n n n

n n nn n n C x x C x x A x x  

где *

=0
= .

n
n n i i

i
C C C  Последнее обратится в тождество при условии  

 *
3 3( 1)( 2) = , = 3, 4, ...n n nn n n C C A n  (5) 

Рекуррентное соотношение (5) позволяет получить выражения для коэф-
фициентов ,nC  что можно выполнить на компьютере. На основании получен-
ных выражений строим гипотезу для оценок коэффициентов :nC  

 

1 1
3 3 1

1
3 2

( 1) ( 1)| | ; | | ;
3 (3 1)(3 2) 3 (3 1)(3 1)

( 1)| | .
3 (3 1)(3 2)
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n n n

 (6) 

Докажем справедливость оценок в случае коэффициентов 3 3 .nC  Из рекур-
рентного соотношения (5) имеем *

3 3 3 3(3 1)(3 2)(3 3) =n n nn n n C C A  или,  
с учетом гипотезы (6), — 

 3 3
1| |
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n n n

 

 
1 1

*
=0

( 1) ( 1)
(3 3 )(3 3 1)(3 3 2) (3 (3 1)(3 2))

n i in

i

M M M
n i n i n i i i i

 

 
2( 1) ,

(3 1)(3 2)(3 3)

nM
n n n

 

где  

 * 1, = 0;
(3 (3 1)(3 2)) =

3 (3 1)(3 2), =1,2, ...
i

i i i
i i i i

 

Аналогичным образом убеждаемся в оценках коэффициентов 3 1nC  и 3 2 .nC  
Рассмотрим ряд  

 
1 3

0

=1

( 1) | | ,
3 (3 1)(3 2)

n n

n

M x x
n n n

 

который на основании достаточного признака сходимости имеет область  
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 0 3
1| |< .

1
x x

M
 

Следовательно, в силу специфики оценок (6) для коэффициентов nC  в (3), для ряда 

в выражении (3) получаем область 0 2| |< ,x x  где 2 1 3
1= min ,

1M
. ▶ 

Теорема 1 позволяет построить аналитическое приближенное решение  

 0
0

( ) = ( ) ,
N

n
N ny x C x x  (7) 

а следующая теорема — оценить его погрешность  

 0
1

( ) =| ( )|= ( ) .n
N N n

N
y x y y x C x x  

Теорема 2. Пусть выполняются пункты 1 и 2 теоремы 1, тогда для при-
ближенного решения (7) задачи (1), (2) в области 0 2| |<x x  для 1= 3N n  
справедлива оценка  
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для 1=3 1N n  — оценка  
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и для 1=3 2N n  — оценка 
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Здесь 2 ,  M  — величины, взятые из теоремы 1. 
◀ По определению  

 0
1

( ) =| ( )|= ( )n
N N n

N
y x y y x C x x  

или, с учетом специфики коэффициентов nC  в (6), для 1= 3N n  имеем  
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Аналогичным образом для 1=3 1N n  получаем оценку  
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для 1= 3 2N n  — оценку  
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Приведенные оценки приближенного решения справедливы в области 

0 2| |< ,x x  где 2 1 3
1= min , .

1M
 ▶ 

Пример 1. Рассмотрим задачу Коши  

 2= , (1) = 0,5, (1) = 0,5, (1) =1;y y x y y y  

 2 3
1=1, = = 0,7368063.
2,5

M  

Значения оценки аналитического приближенного решения в случае точных 
начальных условий приведены ниже, где 8( )y x  — приближенное значение реше-
ния; 1, 2  — априорная и апостериорная оценки погрешности. Для 6= 6 10  
необходима структура аналитического приближенного решения с =12.N   
В структуре аналитического приближенного решения сумма с 9-го по 12-е слагае-
мое не превышает требуемой точности. Следовательно, можно утверждать, что 
точность полученного приближенного решения 8( )y x  не превышает 6= 6 10 .   
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Значения оценки аналитического приближенного решения  
в случае точных начальных условий 

0 0 0 8 1 2( ) ( ) ( ) ( )
1,5 0,5 0,5 1 1,041242 0,000122 0,000006
x y x y x y x y x

 

Априорная оценка позволяет значительно увеличивать точность получаемо-
го приближенного решения. При осуществлении аналитического продолжения 
решения задачи (1), (2) возникает задача исследования влияния возмущения 
начальных данных задачи Коши  
 2= ( );y y r x  (8) 

 0 0 0 1 0 2( ) = , ( ) = , ( ) =y x y y x y y x y  (9) 

на структуру аналитического приближенного решения (7), которое принимает 
вид  

 0
0

( ) = ( ) ,
N

n
N ny x C x x  (10) 

где nC  — возмущенные значения коэффициентов. Следующая теорема позволяет 
получить оценку погрешности аналитического приближенного решения (10). 

Теорема 3. Пусть  
1) выполняются пункты 1 и 2 теоремы 1;  
2) 1.M  

Тогда для аналитического приближенного решения (10) задачи (8), (9) в области 
0 3| |<x x  справедлива оценка 0 1( ) ,Ny x  где  

 2
0 0 03

0

( 1) (1 | | | | ),
1 ( 1)| |

M M M x x x x
M M x x

 

для 1= 3N n  верна оценка  
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для 1=3 1N n  — оценка 
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и для 1= 3 2N n  — оценка  
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При этом  

 
( )

0
0 1 2

( )= max | |, | |, | |, ;sup
!

n

n

r xM y y y
n

 

 0 1 2 3 1 3
1= max , , ; = min , .

1
M y y y

M M
 

◀ По определению  

 ( ) =| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |=N N Ny x y x y x y x y x y x y x  

 0 0 0 0
0 0 0 0

= ( ) ( ) ( ) ( )
N

n n n n
n n n nC x x C x x C x x C x x  

 0 0 0 1
0 1

| | | || | = ,n n
n n

N
C x x C x x  

где =| | .n n nC C C  С учетом оценок коэффициентов nC  в (6) получаем гипоте-
зу для оценок :nC   

 

1 1
3 3 1

1
3 2
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3 (3 1)(3 2) (3 1)3 (3 1)

( 1) .
3 (3 1)(3 2)
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n
n
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 (11) 

Покажем справедливость оценки 3 .nC  С учетом рекуррентного соотноше-
ния (5) имеем  
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при этом  

 * 1, = 0;
(3 (3 1)(3 2)) =

3 (3 1)(3 2), =1, 2, ...
i

i i i
i i i i

 

Аналогичным образом убеждаемся в оценках 3 1nC  и 3 2.nC  Следова-
тельно,  

 0 0
0

= | | =n
nC x x  

 3 3 1 3 2
3 0 3 1 0 3 2 0

0 0 0
= | | | | | | .n n n

n n nC x x C x x C x x  

С учетом оценок (11) окончательно для 0  получаем  

 2
0 0 03

0

( 1) 1 | | | | .
1 ( 1)| |

M M M x x x x
M M x x

 

Оценка для 1  следует из теоремы 2.  
Полученные оценки приближенного решения справедливы в области 

0 3| |< ,x x  где 3 1 3
1= min , .

1M M
 ▶ 

Анализ структуры выражений для величин 0  и 1  позволяет сделать сле-
дующие выводы: выражение для 0  явно зависит от возмущения начальных 
данных, а выражение для 1  напрямую связано со структурой аналитического 
приближенного решения. Варьируя определенным образом эти параметры, 
можно получать значения приближенного решения с заданной точностью.  

Пример 2. Рассмотрим задачу Коши с возмущенными начальными условиями  

 2= ( ) , (1,5) =1,04124, (1,5) =1,75936, (1,5) = 3,14496;y y x x y y y  

 5
3= 6 10 , = 3,14496, = 0,652745.M M  

Значения оценки аналитического приближенного решения в случае возму-
щенных начальных условий приведены ниже, где 1,  2  — априорная погреш-
ность, полученная по теореме 3, и апостериорная погрешность. Для = 0,0065 
необходима структура аналитического приближенного решения с = 26.N   
Сумма слагаемых с 9-го по 26-е не превышает требуемой точности. Следова-
тельно, 8( )y x  позволяет получать значение приближенного решения с точно-
стью, не превышающей = 0,0065.  

Значения оценки аналитического приближенного решения  
в случае возмущенных начальных условий 

1 1 1 8 1 2( ) ( ) ( ) ( )
2,1 1,04124 1,75936 3,14496 3,38789 0,09005 0,0065
x y x y x y x y x
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Заключение. Результаты приведенного исследования позволяют осуществ-
лять аналитическое продолжение приближенного решения с заданной точно-
стью за счет выбора возмущения начальных условий и структуры аналитическо-
го приближенного решения. При этом с учетом апостериорной погрешности 
можно существенно уточнить априорную погрешность. 
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Abstract Keywords 
We consider the class of ordinary third-order nonlinear 
differential equations with a polynomial right-hand side of 
the second degree, which has movable singular points of 
algebraic type and is in general unsolvable in quadratures. 
The existing classical theory, in particular the Cauchy theo-
rem of the existence of a solution to a differential equation, in 
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this case is practically inapplicable. To solve this category of 
equations, one of the authors has developed an analytical 
approximate method consisting of six mathematical prob-
lems. The paper presents a study of the analytical approxi-
mate solution in the domain of analyticity, including the 
solution existence theorem proof, the making of an analytical 
approximate solution, and the investigation of the effect of 
initial data perturbation on the analytical approximate solu-
tion. The existence theorem proof is based on the majorant 
method in a new version, which makes it possible to carry out 
the planned investigations. A computational experiment with 
the use of a posteriori error estimation is presented, which 
makes it possible to significantly improve the a priori error 
estimation obtained  
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