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Аннотация Ключевые слова 
Получен ряд точных необходимых и достаточных 
условий -mLip  и Cm-непрерывности операторов гар-
монического отражения функций относительно гра-
ниц простых областей Каратеодори в 2 .  Приведем 
упрощенную формулировку основного результата. Для 
произвольной вещественной функции ,f  гармониче-
ской в жордановой области 2D  и непрерывной  
в ее замыкании ,D  пусть ( )R f  — решение задачи  
Дирихле в области 2= \ D  с граничной функцией 

| ,f  где  — граница области .  Функцию ( )R f  
назовем гармоническим отражением функции f  отно-
сительно границы =D  области ,D  а оператор 

: ( )R f R f  — оператором гармонического отраже-
ния. Пусть теперь D — область с кусочно гладкой гра-
ницей, и (0, ]  — минимальный внутренний угол 
области D (т. е.  — минимум величин всех внутрен-
них углов ,aV  ,a D  образованных двумя разными 
лучами с вершиной ,a  касательными к ).D  При- 
мем =m 1/ (2 ).  Тогда при всех ( , )m m  с услови-
ями 0 m m m  или 0 < < 1m m m  оператор 
R является ( , )-непрерывным,m m и это не так  
при < 1.m m m  Условие ( , )-непрерывностиm m
означает, что для любой функции ( ),mf Lip D  гармо-
нической в ,D  выполнено ( ) ( ).mR f Lip  Кроме 
того, ( )-нормаmLip функции ( )R f  должна оцени-
ваться (с точностью до мультипликативной постоян-
ной) через ( )-нормуmLip D  функции f  
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Введение. Пусть D  — ограниченная область в 2  с границей D  и замыкани-
ем .D  Далее предполагается, что множество 2= \ D  также является обла-
стью в 2,  причем = .D  Такие (непустые) области D  называют простыми 
областями Каратеодори (ПОК-областями). Они односвязны и, следовательно, 
являются регулярными для задачи Дирихле (для гармонических функций на 
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плоскости) [1]. Обозначим через ( )H G  — пространство всех вещественных 
функций, гармонических на открытом множестве 2,G  через ( )C X  — про-
странство всех вещественных непрерывных и ограниченных функций на замкну-
том множестве 2X  со стандартной нормой = sup | ( )|: ,Xh h Xx x  и 

пусть ( ) = ( ) ( ),HC X C X H X  где E  — внутренность множества 2.E  
Пусть ( ),Hf C D  а g  — решение задачи Дирихле в  с граничной функ-

цией | .f  Функцию ( )Hg C  назовем гармоническим отражением функции 
f  относительно границы D  области ,D  а оператор = :DR R f g  — опера-

тором гармонического отражения : ( ) ( ) .H HR C D C  
Интересен следующий вопрос: при каких условиях на ПОК-область D  опе-

ратор DR  сохраняет свойства «гладкости» функций? Ограничимся гладкостями 
в смысле условий Липшица — Гельдера порядков не выше единицы. Напомним, 
что при (0,1]m  для замкнутого множества 2X  (содержащего не менее 
двух точек) пространство Липшица — Гельдера порядка m  определяется как  

 | ( ) ( )|( ) = ( ) : = sup < ,
| |

m
Xm m

h hLip X h C X h x y
x y

 

где sup  берется по всем парам точек x  и y  из X  с условием .x y  Норма 
функции h  в пространстве ( )mLip X  задается так: = max , .Xm Xm Xh h h  

Итак, основная рассматриваемая задача состоит в следующем. 
Задача 1. Для заданных m  и m  из (0,1] найти (наиболее точные) доста-

точные условия на ПОК-область ,D  гарантирующие непрерывность операто-
ра DR  из пространства ( ) ( )mLip D H D  в ( ) ( ).mLip H   

При выполнении последнего свойства будем утверждать, что оператор DR  
является ( , )- .m m непрерывным Обсудим только «естественные» случаи =m m  и 

> .m m  
Насколько известно автору настоящей работы, ранее эта задача не исследо-

валась, за исключением случая =1m  [2]. 
Основные результаты. Начнем с простого примера, когда = ( , )D B ra  — 

открытый круг с центром a  и радиусом > 0.r  Здесь, согласно введенным выше 
обозначениям, 2 2( ) = ( ) / | | ,g f rx a x a x a  ,x  откуда элементарно нахо-
дим, что оператор DR  является ( , )-непрерывнымm m при 0 < 1.m m  

Для формулировки первого результата напомним определение областей Ляпу-
нова — Дини. Функция ( ) ([0, ))C  с условиями (0) = 0,  : (0, )

(0, ),  ( )t  (нестрого) возрастает и ( )/t t  убывает на (0, ),  причем  

 
1

0

( )
<

t
dt

t
 

называется функцией класса Дини. 
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Ограниченная область G  в 2  с C1-гладкой границей называется областью 
Ляпунова — Дини ((Л–Д)-областью), если существует функция класса Дини ( )  
такая, что для любых x  и y  на G  имеем | | | | ,x yn n x y  где xn  — 
внутренняя (по отношению к G ) единичная нормаль к G  в точке .Gx  

В работе [2] (см. теорему 1 и пример 4.1) получен следующий результат 
(справедливый для всех ,N  2N  натурально). 

Теорема 1. Для всякой жордановой (Л–Д)-области D  в 2  оператор DR  явля-
ется (1, 1)-непрерывным. Однако существуют жордановы области D  с C1-гладкой 
границей, для которых это не так. 

Далее будет установлено, что для любой жордановой области D  c C1-глад- 
кой границей оператор DR  является ( , )-непрерывнымm m  при 0 < <1m m  и 
0 < < =1.m m  

С поставленной выше задачей тесно связана задача о (m, m )-непрерыв-
ности оператора Пуассона, состоящая в следующем. Пусть D  — ограниченная 
односвязная область в 2 ,  а = DP P  — оператор Пуассона, ставящий в соответ-
ствие произвольной непрерывной вещественной функции  на D  решение 
задачи Дирихле f  в D  с граничными данными  на .D  

Задача 2. При заданных 0 < 1,m m  каковы (наиболее точные) доста-
точные условия на ,D  при которых оператор DP  является непрерывным из 
пространства ( )mLip D  в ( ) ( )?mLip D H D  

Замечание 1. Введем в пространстве 2 ,x  1 2= ( , ),x xx  комплексную перемен-
ную 1 2= ,z x ix  отождествляя 2

x  с комплексной плоскостью .z  Если в условиях 
задачи 2 некоторая точка 1 2= ,a a ia D  то отображение = 1/( )w z a  транс-
формирует задачу 2 в аналогичную задачу в области * = { : = 1/ },D w z a w D  
поскольку отображение *( ) ( ) = ( 1/ )f z f w f a w  является изоморфизмом про-
странств ( ) ( )mLip D H D  и * *( ) ( )mLip D H D  (здесь полезно учитывать, что 

2
*( ) = 1/ | |f Ox x  при | | .)x   

Замечание 2. Отметим, что в условиях теоремы 1 операторы Пуассона DP  
и P  не являются (1, 1)-непрерывными. Для = (0,1)D B  (при ( ) =| 1|z z ) по-
следнее легко проверяется с помощью стандартной формулы Пуассона. Для про-
извольных жордановых (Л–Д)-областей D  достаточно применить какое-либо 
конформное отображение : (0,1)k D B  и воспользоваться результатом Кел-
лога — Варшавского (см. [3, 4, theorem 3.5]), согласно которому отображение k  
продолжается до C1-диффеоморфизма D  и (0,1).B  

Для всех других случаев в задаче 1 такого эффекта обнаружить не удалось. 
Далее всюду установим (m, m )-непрерывность оператора DR  с помощью  
(m, m )-непрерывности оператора .P  В связи с этим потребуются два результа-
та Е. Джонстона [5] (см. теоремы 1 и 5 и следствия 3 и 7) о (m, m )-непре-
рывности оператора .P  

Теорема Д1. Пусть D  — произвольная ограниченная односвязная область в 
2.  Тогда при всех ( , )m m  с условиями 0 < <1/2m m  или 0 < <1/2 1m m  
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или 1/2 = < 1m m  оператор DP  является ( , )m m -непрерывным. Существуют 
жордановы области ,D  для которых оператор DP  не является (1/2, 1/2)-непре-
рывным. 

Для формулировки второго результата напомним одно определение. Для 
заданных (0,1]  и > 0r  пусть  

 ( , ) = :| arg( ) | , 0 <| | {0}
2

S r z z z r  

— замкнутый сектор. При a  и ( , ]  примем ( , , , ) = ( , ).iS r a a e S r  
Будем утверждать, что ограниченная односвязная область 2D  удовле-

творяет (внешнему) условию сектора с параметрами ( , ),r  если для всякой точ-
ки a D  найдется = ( ) ( , ]a  такое, что ( , , , ) = .S r a D  

Теорема Д2. Пусть D  — ограниченная односвязная область в 2 ,  удовле-
творяющая (внешнему) условию сектора с параметрами ( , ),r  и пусть 

=1/(2 ).m  Тогда при всех ( , )m m  с условиями 0 < <m m m  или 0 < <m  
1m m  или = < 1m m m  оператор DP  является (m, m )-непрерывным. 

Существуют жордановы области D  указанного типа, для которых оператор 
DP  не является ( , )- .m m непрерывным  

Следует отметить, что эти два результата существенно опираются на следую-
щую очень полезную в настоящем контексте классическую теорему Берлинга [6] 
(см. также работы [7, гл. 8, § 4] и [8, гл. 2, § 4] об определении и свойствах гармони-
ческой меры). 

Теорема Б. Пусть D  — ограниченная односвязная область в ,  E  — боре-
левское подмножество в D  и .z D  Пусть ( , )d z E  — расстояние от точки z  
до множества ,E  a ( , , )z E D  — гармоническая мера множества E  относи-
тельно точки z  и области .D  Тогда справедлива оценка 

 4 ( , ) 4 ( , )( , , ) arctg .
( , ) ( , )

d z D d z Dz E D
d z E d z E

 

Сформулируем и докажем следующую теорему. 
Теорема 2. Пусть D  — ограниченная односвязная область в .  Найдется 

[1/ 2,1]Dm  со следующими свойствами: оператор Пуассона DP  является  
(m, m )-непрерывным при всех (0, )Dm m и это не так при всех ( ,1].Dm m  
Кроме того, оператор DP  является (m, m )-непрерывным при 0 < < < Dm m m  и 
при 0 < < 1.Dm m m   

◀ Поскольку при всех 0 < < 1m m  тождественный оператор :T f f  из 
пространства ( )mLip F  в ( ),mLip F  очевидно, непрерывен, нетрудно видеть, что 
остается установить следующее утверждение. Пусть в условиях теоремы 2 опе-
ратор DP  является (m, m )-непрерывным при некотором [1/ 2,1],m  тогда опе-
ратор DP  (m , m )-непрерывен при любом (0, ).m m  Докажем это. Необходимо 
установить, что если существует такая постоянная = ( , ) (0, ),A A D m  что из 
условия | ( ) ( ) | | |mz z z z  при всех ,z z D  следует условие  
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 | ( ) ( ) | | | , , ,mf z f z A z z z z D  (1) 

где = ,Df P  то найдется такая постоянная = ( , ) (0, ),A A D m  что из усло-
вия | ( ) ( ) | | |mz z z z  при всех ,z z D  следует условие  

 | ( ) ( ) | | | , , .mf z f z A z z z z D  (2) 

Из принципа максимума для гармонических функций вытекает (см. [5, не-
равенство (4)]), что для доказательства неравенства (2) достаточно установить 
его для случая ,z D  .z D  Без ограничения общности примем = 0 ,z D  и 
фиксируем ,z D  | |= < diam ( ).z D  Используем обозначения, введенные в 
формулировке теоремы Б. Для неотрицательных целых n  с условием 

< diam( )n D  (их совокупность обозначим через N ) определим  

 0 = :| | ;
= : <| | ( 1) , \ {0},n

E a D a
E a D n a n n N

 

и пусть = ( , , ).n nz E D  Согласно определению гармонической меры и из (1) 
при ( ) = ( ) =| |mmw w w  ( w D ) и = ,m D mf P  имеем | ( ) |m m

n m
n N

n f z  

.mA  Отсюда для любой функции ( )C D  с условием | ( ) | | |mw w  и 
= Df P  получаем  

 | ( ) | (( 1) ) ( 1) ( 1) ,m m m m m m
n n

n N n N
f z n n A  

поскольку = 1.n
n N

 Неравенство (2) и теорема 2 доказаны. ▶ 

Следствие 1. В условиях теоремы Д2 имеем .Dm m  
Замечание 3. Доказательство теоремы 2 без изменений переносится и на 

другие размерности, необходимо только следующим образом слегка изменить 
формулировку. 

Пусть D  — ограниченная регулярная область в ,N  {3, 4, }.N  Найдется 
[0,1]Dm  со следующими свойствами: либо = 0,Dm  либо оператор Пуассона 

DP  является (m, m )-непрерывным при всех (0, )Dm m  и это не так при всех 
( ,1];Dm m  кроме того, оператор DP  является (m, m )-непрерывным при 

0 < < < Dm m m  и при 0 < < 1.Dm m m   
Замечание 4. В условиях задачи 1 из замечания 1 естественно определяется 

параметр ,m  для которого справедлива теорема 2 для области  (следует 
взять область 1D  — образ при отображении 1/ z  области { },  тогда 

1 *( ) =D  при = 0a ).  
Следствие 2. В условиях задачи 1 оператор DR  является (m, m )-непре-

рывным при 0 < <m m m  и при 0 < < 1.m m m  
Теперь приведем несколько утверждений об отсутствии (m, m )-непрерыв-

ности у оператора .DR  
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Следствие 3. В условиях задачи 1 при < Dm m  оператор DR  не является 
(m, m)-непрерывным при < < .Dm m m  

◀ Действительно, по теореме 2 найдется ( ) = ( ),m mLip D Lip  которая 
продолжается до функции класса ( ) ( ),mLip D H D  но не продолжается до 
функции класса ( ) ( ).mLip H  ▶ 

Напомним, что обозначение ( , , , )S r a  для сектора и параметр = 1/(2 )m  
введены выше перед формулировкой теоремы Д2 и в самой теореме.  

Теорема 3. В условиях задачи 1 пусть для некоторой точки a D  найдут-
ся (0,1),  ( , ]  и > 0r  такие, что ( , ) ( , , , ).D B a r S r a  Тогда опе-
ратор DR  не является (m, m )-непрерывным при < 1.m m m  

◀ Без ограничения общности можно предположить, что = 0a  и = .  
Примем ( ) = log |3 / 1|,f z z r  так что 1( ) ( )).f H D Lip D  Докажем, что гармо-
ническое отражение g  функции f  относительно D  не принадлежит ( )mLip  
при всех < 1.m m  Поскольку (0) = (0) = 0,g f  то достаточно установить, что 
найдется такое > 0,A  что при всех (0, / 3)r  имеем ( ) .mg A  Рассмотрим 
область = = (0, ) \ ( , , 0, )r r B r S r  и функцию ( ) = ( , , ),r rh z z E  где 

= : | |= .r rE z z r  Ясно, что найдется 1 > 0A  с условием 1( ) ( )g z A h z  на 
,r  а, следовательно, по принципу максимума и для всех .rz  Таким обра-

зом, остается доказать, что найдется 2 > 0A  с условием 2( ) mh A  при всех 
(0, / 3).r  Последнее выполняется элементарно с помощью композиции кон-

формного отображения 1 = = exp( log( ))mw z m z  (ветвь у функции log( ) =z
log | | arg( )z i z берется в плоскости с разрезом по отрицательной части  

вещественной оси, т. е. при < arg( ) <z ) области r  на полукруг 1 =G
1 1 1 1Re:| |< := , ( ) > 0mw w r r w и дробно-линейного отображения =w   

1 1 1 1( ) / ( )w ir w ir  полукруга 1G  на первый квадрант .G  Останется учесть, 
что ( , , ) = 2 arg( ) /w E G w  для Re= { : ( ) = 0}.E w G w  Теорема 3 доказана. ▶ 

Следствие 4. В условиях теоремы 3 оператор P  не является (m, m )-непре-
рывным при < 1,m m m  в частности .m m  

Из теоремы Д2, следствия 1 и теоремы 3 вытекает следующее утверждение. 
Следствие 5. Пусть D  — жорданова область в 2  с кусочно гладкой грани-

цей, и пусть (0, ]  — величина минимального внешнего (соответственно, 
внутреннего) угла области ,D  т. е.  — минимум величин всех внешних (со-
ответственно, внутренних) углов ,aV  ,a D  образованных двумя разными 
лучами с вершиной ,a  касательными к .D  Тогда = = 1/(2 ).Dm m  (Соот-
ветственно, тогда = = 1/(2 )m m  и при всех ( , )m m  с условиями 0 < m  

<m m  или 0 < < 1m m m  оператор DR  является (m, m )-непрерывным, и 
это не так при < 1.)m m m  

Что происходит для других соотношений параметров m  и m  и других обла-
стей автору пока не ясно. Особый интерес представляют следующие два вопроса. 
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Задача 3. При каких условиях на односвязную (или жорданову кусочно глад-
кую) область D  оператор DP  является (mD, mD)-непрерывным? Существуют 
ли такие области при = 1?Dm   

Задача 4. Существуют ли такие (0,1)m  и жордановы области ,D  
для которых оператор P  не является (m, m )-непрерывным, а оператор DR  
является (m, m)-непрерывным? 

Отметим, что замечание 2 отвечает на последний вопрос положительно при 
= 1.m  

О Cm-отражении гармонических функций. В теории приближений гармо-
ническими функциями на компактах X  в N  в нормах пространств ( ),mLip X  
0 < <1,m  естественно возникают пространства ( ),mC X  где ( )mC X  — замыкание 
в ( )mLip X  подпространства 2( ) |XC  (или, то же самое, подпространства 

( ),sLip X  ( ,1]s m ), см., например, [9]. Для замкнутого множества NX  и 
функции ( ),mf Lip X  (0,1),m  определим m -модуль непрерывности функции 
f  на :X  

 | ( ) ( ') |( , ) = sup , (0, ],
| ' |

m
X m

f ff x x
x x

 

где указанный sup  берется по всем x  и 'x  из X  с условием 0 <| ' |< .x x  Не-
трудно установить, что для компактов X  имеем 

  
0

( ) = ( ) : ( , ) = 0 .limm m m
XC X f Lip X f  

Для неограниченных замкнутых X  последнее равенство примем за опреде-
ление. 

В условиях задачи 1 или задачи 2 можно дать определение (m, m )-непре-
рывности операторов DR  или DP  в контексте пространств mC  и mC  (вместо со-
ответствующих mLip  и mLip ); назовем эти свойства C(m, m )-непрерывностью 
операторов DR  или .DP  Непосредственно из приведенных определений и доказа-
тельства теоремы 2 вытекают следующие два факта. Во-первых, если оператор DR   
(соответственно, DP ) является C(m, m )-непрерывным, то он является и (m, m )-не-
прерывным при 0 < <1;m m  для проверки этого факта вместо функций 

( ) =| |mm w w  в доказательстве теоремы 2 достаточно рассмотреть функции 
( ) =| | ,m t

m t w w  (0,1 ),t m  и t  устремить к нулю. Во-вторых, если оператор DR  
(соответственно, DP ) является (m, m )-непрерывным, то он является и C(s, s )-не-
прерывным при выполнении условий 0 < < ,s m  0 < < ,s m  .s s  

Следовательно, для всех 0 < <1m m  (при тех же Dm  и m ) справедливы 
аналоги теорем 2 и 3 и их следствий в контекстах C(m, m )-непрерывности. 

Заключение. Отметим, что для более высоких размерностей аналогичных гео-
метрико-метрических результатов (кроме теорем 1 и 2) получить пока не удается, 
хотя определенные результаты типа теорем Д1 и Д2 имеются (см. [10, theorem 4]). 
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Abstract Keywords 
In this paper a number of sharp necessary and sufficient 
conditions for Lipm- and Cm-continuity of operators of har-
monic reflection of functions over boundaries of simple 
Carathéodory domains in 2  are obtained. Let us state the 
main result of this paper in a simplified form. For an arbitrary 
real function f  that is harmonic in a Jordan domain 

2D  and continuous in its closure ,D  let ( )R f  be the 

Carathéodory domain, Poisson  opera-
tor, harmonic measure, harmonic 
reflection operator, Lipschitz —  
Hölder space 
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solution of the Dirichlet problem in the domain 2= \ D  
with the boundary function | ,f  where  is the bounda-
ry of .  The function ( )R f  is said to be a harmonic reflec-
tion of the function f  with respect to the boundary 

=D  of the domain ,D  and the operator 
: ( )R f R f  is said to be a harmonic reflection operator. 

Let now D  has a piecewise smooth boundary, and suppose 
(0, ]  to be the value of the minimal inner angle  

of the domain D  (it means that  is the minimal value 
among all inner angles ,aV  ,a D  formed by couples of 
distinct rays tangent to D  with vertexes at ).a  Let 

=1/ (2 ).m  Then for all ( , )m m  such that 
0 < <m m m  or 0 < < 1m m m  the operator R  is 
(m, m )-continuous, and it is not the case for 

< 1.m m m  The (m, m )-continuity property means 
that for any function ( )mf Lip D  harmonic in D  we have 

( ) ( ).mR f Lip  Moreover, the ( )-normmLip of ( )R f  
has to be estimated (up to certain multiplicative constant) by 
the ( )-normmLip D  of f  
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