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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрена математическая модель обобщенного 
континуума (называемого градиентно-упругой сре-
дой), напряженно-деформированное состояние кото-
рого описывается тензором деформаций, вторыми 
градиентами вектора перемещений, несимметричным 
тензором напряжений и тензором моментных на-
пряжений. В двумерной постановке изучена задача о 
распространении упругой поверхностной волны на 
границе градиентно-упругого полупространства. 
Решение уравнений найдено в виде суммы скалярно-
го и векторного потенциалов, причем у векторного 
потенциала отлична от нуля только одна компонента. 
Показано, что такая волна в отличие от классической 
волны Рэлея обладает дисперсией. Вычислена зави-
симость фазовой скорости поверхностной волны от 
волнового числа, проведено ее сравнение с дисперси-
онной характеристикой фазовой скорости объемной 
сдвиговой волны. Рассчитаны напряжения и переме-
щения, возникающие в зоне распространения по-
верхностной волны 
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Введение. В 1885 г. Дж. Рэлей теоретически показал, что вдоль плоской грани-
цы твердого упругого полупространства с вакуумом или достаточно разряжен-
ной средой (например, с воздухом) могут распространяться волны, амплитуда 
которых быстро уменьшается с глубиной [1]. Эти волны, названные впослед-
ствии поверхностными волнами Рэлея, являются основным типом волн, наблю-
даемых при землетрясениях. Поэтому они подробно изучаются в сейсмо- 
логии [2].  

Основные закономерности распространения волн Рэлея следующие: отсут-
ствие дисперсии, т. е. скорость волны не зависит от ее частоты и является по-
стоянной для каждого материала, достигает 0,87−0,96 скорости объемной сдви-
говой волны; вектор перемещений имеет продольную и поперечную составля-
ющие, при этом поперечная составляющая всегда превосходит продольную. 
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В последние годы широкое применение нашли волны Рэлея ультразвукового 
диапазона, с помощью которых можно контролировать состояние поверхностно-
го слоя образца (выявление поверхностных и околоповерхностных дефектов  
в образцах из металла, стекла, пластмассы и других материалов — ультразвуковая 
поверхностная дефектоскопия). Влияние свойств поверхностного слоя образца  
на скорость и затухание волн Рэлея позволяет использовать дефектоскопию  
для определения остаточных напряжений поверхностного слоя металла, термиче-
ских и механических свойств поверхностного слоя образца [3, 4]. 

Наряду с моделью классического континуума в механике деформируемого 
твердого тела широко применяют модели обобщенных континуумов [5−11].  
В частности, к числу обобщенных континуумов относится градиентно-упругая 
среда. Эта модель разработана в начале 20-го века и связана с именами  
Ж.-М. Ле Ру (1911, 1913) [12, 13] и Т. Джеремилло (1929) [14]. Поверхностные 
волны Рэлея в рамках градиентно-упругой модели практически не изучались. 
Исключение составляет работа [15], в которой на основании проведенных ис-
следований утверждается, что скорость поверхностной волны в градиентно-
упругой среде может превосходить скорость объемной сдвиговой волны. 

В настоящей работе изучены основные закономерности распространения 
волны Рэлея вдоль границы градиентно-упругого полупространства, в частно-
сти проверено утверждение, содержащееся в работе [15]. 

Основные уравнения градиентной теории упругости. Деформированное 
состояние градиентно-упругой среды описывается тензором деформаций и вто-
рыми градиентами вектора перемещений: 
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При рассмотрении адиабатических процессов упругого деформирования 
необходимо постулировать зависимость внутренней энергии U от инвариантов 
мер деформации (1).  

Разложим функцию U в окрестности естественного состояния ( 0,k
0)k m  в ряд Тейлора, пренебрегая величинами третьего порядка. Для изотроп-

ного однородного и центрально-симметричного тела получим разложение следу-
ющего вида [16]: 

 2 2 2 22 ,
2 k m kmkk ik k mU L   (2) 

где ,    — упругие постоянные Ламе; 2 L  — отношение модуля кривизны к мо-
дулю сдвига μ,  имеющее размерность квадрата длины;  — безразмерная кон-
станта; ρ  — плотность среды. 
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В перемещениях векторное уравнение динамики градиентно-упругой среды 
имеет вид 

 2( ) grad div 4 grad div 0.iu u u L u u   (3) 

Легко заметить, что уравнение (3) содержит четвертый порядок производ-
ных по координатам в отличие от классического уравнения Ламе, которое опи-
сывает динамику деформируемого твердого тела, содержащего вторые произ-
водные по координатам. 

Постановка задачи и ее решение. Рассмотрим упругое изотропное полу-
пространство y ≥ 0 (ограничимся двумерным случаем, когда все процессы одно-
родны по оси z). Предположим, что поверхностная волна распространяется в 
направлении оси x. 

Уравнения динамики, эквивалентные векторному уравнению (3), в двумер-
ном случае запишем в виде [15]: 
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Здесь u, v — продольная и поперечная составляющие (смещения) вектора пере-
мещений. 

Будем полагать, что на границе y = 0 напряжения и моментные напряжения 
отсутствуют, т. е. граничные условия для системы уравнений (4) имеют вид [15] 
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Причем третье условие тождественно удовлетворяется в силу предположения о 
независимости деформаций от переменной z. 

Компоненты тензора напряжений, входящие в (4), (5), связаны с составля-
ющими u, v следующими соотношениями: 
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Легко заметить, что xy ≠ .yx  
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Моментные напряжения x  и y  выражаются через u, v: 
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Введем скалярный ( ) и векторный ( ) потенциалы так, что вектор пере-
мещений примет вид [17]: 
 .u  (8) 

Поскольку перемещение не зависит от координаты z, у векторного потен-
циала будет отличной от нуля только компонента по оси z, которую обозначим 
как . 

С учетом (8) система (4) приводится к уравнениям  
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— квадраты скоростей продольной и поперечной волн. 
Решение уравнений (9), (10) будем искать в виде волн, гармонических во 

времени и распространяющихся в направлении оси х: 
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Амплитуды этих волн зависят от координаты y. Подставляя формулы (11)  
в (9), (10), получаем 
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Для того чтобы возмущения убывали от границы внутрь среды и соответ-
ствовали поверхностной волне, необходимо определить такие корни уравнений 
(12), чтобы  и η  были положительными, в результате 
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Тогда соотношения (11) будут иметь вид 
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Перемещения u и v, напряжения ,yy yx  и моментное напряжение   y  
можно представить через потенциалы  и : 
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Подставляя в (15) выражения (14) и используя граничные условия (5), по-
лучаем следующую систему уравнений: 

 
1

2

2 2 2
1 1

2 2

2 2

2 0;

y i t kx y i t kx
yy

y i t kx

Ae k B ik e
B ik e

 

1

2

2 2 2 2 2 4 2 4 2
1 1 1 1

2 2 2 2 2 4 2 4 2
2 2 2 2

2 2  

2 0;

y i t kx y i t kx
yx

y i t kx

A kie B e k k L L k L
B e k k L L k L

 (16) 

 1 22 2 2 2 2 2
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y B L e k B L e k  

представляющую собой однородную систему алгебраических уравнений для 
определения ,A  1B  и 2 .B  Система (16) имеет решения, отличные от нуля, если 
ее определитель обращается в нуль: 
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Учитывая 2 2 2 2
2 ,Rс k c  2 2 ,L k  (1 2 ) / (2 2 ),  где Rс  — ско-

рость поверхностной волны;   — коэффициент Пуассона, из (17) получаем 
дисперсионное уравнение:  
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2 22 3 1 2 1 1 1 .  (18) 

При L = 0 или  = 0 из (18) запишем уравнение для определения скорости 
поверхностной волны в классическом случае [18]: 

 2 216 1 1 2 3 1 2 . (19) 

Отметим, что в уравнение (18) входит волновое число , поэтому поверх-
ностная волна обладает дисперсией в отличие от классического случая, в кото-
ром поверхностная волна Рэлея дисперсии не имеет. 

Зависимости квадрата скорости поверхностной волны  Rс от волнового числа  
приведены на рис. 1, а. Кривые представлены в безразмерной форме: квадрат ско-
рости поверхностной волны отнесен к квадрату скорости сдвиговой волны. Кривые 
получены для двух значений коэффициента Пуассона: = 0,2 (кривые 1) и  = 0,5 
(кривые 2). С увеличением волнового числа  квадрат скорости поверхностной 
волны возрастает, и при  2 или 2.Rс

Рис. 1. Зависимость квадрата скорости поверхностной волны при  = 0,2 (кривые 1)  
и  = 0,5 (кривые 2) от волнового числа (а) и зависимости квадрата скорости фазо- 
вой (1) сдвиговой волны и квадрата скорости поверхностной волны (2) от волнового  
                                                                          числа (б) 

Получим выражение для фазовой скорости плоской сдвиговой волны ф ( )v  
и сравним ее со скоростью поверхностной волны ( ).Rс  
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Уравнение для плоской сдвиговой волны с учетом (10) примет вид 
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Решение (20) будем искать в виде   ,  i t kxBe  откуда 
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Из (21) следует, что сдвиговая волна в градиентно-упругой среде обладает 
дисперсией, ее фазовая скорость не совпадает со скоростью c2 и превосходит ее 
при любом ненулевом значении волнового числа. 

Зависимости квадрата скорости поверхностной волны и квадрата фазовой 
скорости сдвиговой волны приведены на рис. 1, б. Кривые представлены в без-
размерной форме: величины отнесены к квадрату скорости сдвиговой волны 

2
2 .c  Скорость поверхностной волны рассчитана для значения коэффициента 

Пуассона  = 0,5. Согласно приведенной зависимости скорость поверхностной 
волны не может превышать фазовую скорость сдвиговой волны, но может до-
стигать ее при определенных значениях волнового числа . 

Вычисление перемещений и напряжений. Из (14) и (15) следует, что пере-
мещения u и v могут быть записаны как 
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Система уравнений (16) позволяет выразить постоянные 1B  и А через 2 :B  
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Соотношения (23) после взятия вещественных частей (22) позволяют запи-
сать выражения для перемещений  
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Зависимости амплитуд перемещений u 
и v в поверхностной волне от глубины при-
ведены на рис. 2. Кривые представлены в 
безразмерной форме: амплитуды смещений 
отнесены к амплитуде нормального смеще-
ния на поверхности | 0 ;v y  глубина отложе-
на в долях длины волны. Смещение, нор-
мальное к поверхности, сначала возрастает, 
достигая максимума приблизительно при  
y = 0,1 , а затем монотонно убывает с глу-
биной, тогда как смещение, параллельное 
поверхности, изменяет знак на глубине 
примерно y = 0,15 . 

Напряжения можно представить че-
рез потенциалы φ  и , и аналогично вы-
числению перемещений, выразив посто-

янные 1B  и А через 2 ,B  после взятия вещественных частей получим 

 
1 2

2 2 2 2
2 2

2 2 2 22 2 2 2
1 1

2 1 2 2

sin ;

y y y
yy

f fB f e f e f e
f f

kx t
 

 
1 2

2 2 2 2 2
2

2 2 2 22 2 2
1

2 2
2

2 22 2
1

2
2 1

2

2 2 cos ;

y
xx

y y

k k fB f e
fk

ff e f e kx t
f

 

 1

2

2 2 2 2
2 2

2 2 22 2 2
1

2 2
2 2 2 2 2 2 2 4 2 4 2

1 1 12 2
1 1

2 2 2 2 2 4 2 4 2
2 2 2

4  1
2

2  

2 cos ;

y
yx

y

y

f fB e
fk

f k k L L k L e
f

k k L L k L e kx t

 

 
2 2 2 2

2 2
2 2 22 2 2

1

4 1
2

y
xy

f fB e
fk

  

Рис. 2. Зависимости амплитуд переме-
щений  (1) и  (2) в по- 
          верхностной волне от глубины 
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Зависимости амплитуд напряжений , ,,yy xx yx xy  и моментных напря-
жений ,x y  в поверхностной волне от глубины приведены на рис. 3, а. Кривые 
представлены в безразмерной форме: амплитуды напряжений и моментных 
напряжений отнесены к амплитуде нормального напряжения на поверхности 

| 0 | 0,  ;xx y x y  глубина отложена в долях длины волны. Амплитуда xx  меняет 
знак, тогда как амплитуды yy  и yx  достигают максимумов приблизительно 
при y = 0,2 , затем экспоненциально убывают с глубиной. Тензор напряжений 
является несимметричным .yx xy  

Рис. 3. Зависимости амплитуд напряжений | 0/хх xx y  (1), | 0/хy xx y  (2), | 0/хy xx y  (3), 
| 0/yy xx y  (4) и моментных напряжений | 0  /x x y  (5), | 0  /u x y  (6) в поверхностной 

волне от глубины (а), зависимости амплитуд напряжений | 0/хх xx y  (1), | 0/хy xx y  (2), 
| 0/хy xx y  (3), | 0/yy xx y  (4) в поверхностной волне от глубины в классическом  

                                                                              случае (б) (при L = 0) 

Зависимости амплитуд напряжений , , ,xx xy yx yy  в поверхностной волне 
от глубины в классическом случае (при L = 0) приведены на рис. 3, б. Кривые пред-
ставлены в безразмерной форме. Тензор напряжений стал симметричным, так как 
совпали амплитуды напряжений ,,xx yx  которые достигают максимума при-
близительно при y = 0,2 . 
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Приведенная на рис. 2, 3 совокупность кривых иллюстрирует, что поверх-
ностная волна локализована в тонком поверхностном слое. 

Заключение. Показано, что скорость поверхностной волны, распространя-
ющейся вдоль свободной границы градиентно-упругого полупространства, мо-
жет превосходить скорость объемной сдвиговой волны, вычисляемую как ради-
кал отношения модуля сдвига к плотности материала. Однако в рассматривае-
мой среде сдвиговая волна также обладает дисперсией и значение указанной 
скорости является лишь нижним пределом ее фазовой скорости. Таким обра-
зом, в градиентно-упругой среде фазовая скорость поверхностной волны не 
может превосходить фазовую скорость объемной сдвиговой волны, но при 
определенных значениях волнового числа может достигать ее.  

В заключение отметим, что при возбуждении свободного края двумерных и 
трехмерных упругих тел, а также при кромочном контакте различных материа-
лов, наряду с волнами Рэлея, возможно существование изгибных волн рэлеев-
ского типа (волны Коненкова) [19−24]. Для элементов конструкций, материалы 
которых подчиняются законам градиентной теории упругости, такие волны 
ждут своих исследователей. 

ЛИТЕРАТУРА 

1. Lord Rayleigh. On waves propagated along the plane surface of an elastic solid // Proceedings of 
the London Mathematical Society. 1885. Vol. s1-17. No. 1. P. 4–11. DOI: 10.1112/plms/s1-17.1.4  
2. Аки К., Ричардс П. Количественная сейсмология. Теория и методы. Т. 1, Т. 2. М.: Мир, 
1983. 520 с., 360 с.  
3. Ермолов И.Н., Ланге Ю.В. Неразрушающий контроль. Т. 3. Ультразвуковой контроль.  
М.: Машиностроение, 2004. 864 с. 
4. Углов А.Л., Ерофеев В.И., Смирнов А.Н. Акустический контроль оборудования при изго-
товлении и эксплуатации. М.: Наука, 2009. 280 с. 
5. Maugin G.A., Metrikine A.V., ed. Mechanics of generalized continua: on hundred years after the 
cosserats. Springer, 2010. 338 p. 
6. Altenbach H., Maugin G.A., Erofeev V., eds. Mechanics of generalized continua. Berlin− 
Heidelberg: Springer-Verlag, 2011. 352 p. 
7. Altenbach H., Forest S., Krivtsov A., eds. Generalized continua as models with multi-scale effects 
or under multi-field actions. Springer, 2013. 331 p. 
8. Altenbach H., Eremeyev V.A., eds. Generalized continua — from the theory to engineering appli-
cations. Springer, 2013. 387 p. 
9. Bagdoev A.G., Erofeyev V.I., Shekoyan A.V. Wave dynamics of generalized continua. Springer, 
2016. 274 p. 
10. Altenbach H., Forest S., eds. Generalized continua as models for classical and advanced mate-
rials. Springer, 2016. 457 p. 
11. Maugin G.A. Non-classical continuum mechanics. Springer, 2017. 259 p. 
12. Le Roux J. Etude geometrique de la flexion, dans les deformations infinitesimaleg d'nn milien 
continu // Ann. Ecole Norm. Super. 1911. Vol. 28. P. 523–579. 



Волна Рэлея на границе градиентно-упругого полупространства 

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2018. №4 69 

13. Le Roux J. Recherchesg sur la geometrie beg deformatios finies // Ann. Ecole Norm. Super. 
1913. Vol. 30. P. 193–245. 
14. Jaramillo T.J. A generalization of the energy function of elasticity theory. Dissertation. Depart-
ment of Mathematics, University of Chicago, 1929. 154 p.  
15. Сабодаш П.Ф., Филиппов И.Г. О воздействии подвижной нагрузки на упругое полу-
пространство с учетом моментных напряжений // Прочность и пластичность. М.: Наука, 
1971. С. 317–321. 
16. Ерофеев В.И. Волновые процессы в твердых телах с микроструктурой. М.: Изд-во МГУ, 
1999. 328 с. 
17. Новацкий В. Теория упругости. М.: Мир, 1975. 872 с. 
18. Герасимов С.И., Ерофеев В.И., Солдатов И.Н. Волновые процессы в сплошных средах. 
Саров: Изд-во РФЯЦ-ВНИИЭФ, 2012. 260 с. 
19. Коненков Ю.К. Об изгибной волне рэлеевского типа // Акустический журнал. 1960. Т. 6. 
№ 1. С. 124–126. 
20. Зильберглейт А.С., Суслова И.Б. Контактные волны изгиба в анизотропных пластинах // 
Акустический журнал. 1983. Т. 29. № 2. С. 186–191. 
21. Белубекян М.В., Енгибарян И.А. Волны, локализованные вдоль свободной кромки пла-
стины с кубической симметрией // Известия РАН. Механика твердого тела. 1996. № 6.  
С. 139–143. 
22. Захаров Д.Д. Волны Коненкова в анизотропных слоистых пластинах // Акустический 
журнал. 2002. Т. 48. № 2. С. 205–210. 
23. Вильде М.В., Каплунов Ю.Д., Коссович Л.Ю. Краевые и интерфейсные резонансные явле-
ния в упругих телах. М.: Физматлит, 2010. 280 с. 
24. Приказчиков Д.А., Томашпольский В.Я. Вынужденные краевые колебания предва-
рительно деформированных упругих тел со смешанными граничными условиями на лице-
вых поверхностях // Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2011. № 2.  
С. 66–77.  

Антонов Артем Михайлович — аспирант Института проблем машиностроения Рос-
сийской академии наук (ИПМ РАН) (Российская Федерация, 603024, Нижний Новго-
род, ул. Белинского, д. 85). 

Ерофеев Владимир Иванович — д-р физ.-мат. наук, профессор, директор Института 
проблем машиностроения Российской академии наук (ИПМ РАН) (Российская Федера-
ция, 603024, Нижний Новгород, ул. Белинского, д. 85). 

Просьба ссылаться на эту статью следующим образом: 
Антонов А.М., Ерофеев В.И. Волна Рэлея на границе градиентно-упругого полупро-
странства // Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2018. № 4.  
C. 59–72. DOI: 10.18698/1812-3368-2018-4-59-72  

 

 



А.М. Антонов, В.И. Ерофеев 

70  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2018. № 4 

RAYLEIGH WAVE ON THE BOUNDARY OF GRADIENT-ELASTIC  
SEMI-SPACE 

A.M. Antonov artem.antonov@autorambler.ru 
V.I. Erofeev erof.vi@yandex.ru 

Mechanical Engineering Research Institute, Russian Academy of Sciences, 
Nizhny Novgorod, Russian Federation 

Abstract Keywords 
In recent years, Rayleigh waves of the ultrasonic range 
have found wide application. By means of these waves, it 
is possible to monitor the state of the surface layer of a 
sample (revealing surface and near surface defects in 
samples of metal, glass, plastic and other materials — 
ultrasonic surface flaw detection). The influence of the 
properties of the surface layer of the sample on velocity 
and damping of Rayleigh waves allows using the latter to 
determine the residual stresses of the surface layer of the 
metal, the thermal and mechanical properties of the 
surface layer of the sample. Along with the model of the 
classical continuum, the models of generalized continua 
are widely used in the mechanics of a deformed rigid 
body. In particular, the gradient-elastic medium belongs 
to the number of generalized continua. The article focuses 
on the mathematical model of the generalized continuum 
called gradient-elastic medium, whose stress-strain state 
is described by the deformation tensor, second gradients 
of the displacement vector, the asymmetric stress tensor 
and the couple stress tensor. In the two-dimensional 
formulation, the problem of propagation of an elastic 
surface wave on the boundary of the gradient-elastic 
semi-space is considered. The solution of the equations is 
sought in the form of a sum of scalar and vector poten-
tials, and the vector potential has only one component 
different from zero. It is shown that such a wave, unlike 
the classical Rayleigh wave, has dispersion. The depen-
dence of phase velocity of the surface wave on the wave 
number is calculated and compared with the dispersion 
characteristic of phase velocity of the sheer volume wave. 
The stresses and displacements arising in the zone of 
surface wave propagation are calculated 

Gradient-elastic semi-space, surface 
wave, couple stress, phase velocity, 
potential, frequency 
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