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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрены результаты исследования магнитооп-
тического эффекта в висмуте в далекой инфракрас-
ной области, основанном на регистрации пропус-
кания планарного волновода, помещенного в изме-
няющееся магнитное поле. Численным расчетом 
проведено моделирование формы магнитооптиче-
ских спектров в приближении времени релаксации 
и определен набор параметров электронного энер-
гетического спектра висмута в приближении тензо-
ра эффективных масс. Обнаружена ступенчатая 
зависимость времени релаксации и концентрации 
носителей заряда от величины магнитного поля. 
Эта зависимость является следствием наличия 
электронов с различными эффективными массами, 
сосредоточенных в трех эквивалентных L-точках 
зоны Бриллюэна и дырок в Т-точке зоны Бриллю-
эна и имеющих топологически несвязанные анизо-
тропные поверхности постоянной энергии 
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Введение. Планарный волновод со стенками из анизотропного материала, 
помещенный в магнитное поле, представляет собой физическую и техниче-
скую систему с большим числом легко контролируемых степеней свободы. 
Изменение внешних параметров (температуры и величины магнитного по-
ля, частоты лазера накачки) позволяет создавать разнообразные условия для 
проведения исследований как классических, так и квантовых и предельно 
ультраквантовых в технически достижимых режимах работы. Анизотропия 
свойств материала стенок волновода обеспечивает разнообразие электро-
магнитных волн, распространяющихся в такой системе. Создание эффек-
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тивных оптических клапанов [1–3] однопроходных перестраиваемых лазе-
ров в инфракрасном и субмиллиметровом диапазоне представляет несо-
мненную перспективу данного исследования.  

Цель работы — расчет свойств анизотропного материала исходя из 
результатов магнитооптического эксперимента, проведенного в дальней 
инфракрасной области спектра.  

Методические особенности работы. Плоский волновод, изготовлен-
ный из висмута, помещен в магнитное поле до 1,6 Тл в геометрии Фара-
дея. Эксперимент [4] проводился при температуре образца T = 4,2 K. 

Электромагнитная волна распространяется в вол-
новоде, стенки которого состоят из анизотропного 
монокристалла. Источник электромагнитной вол-
ны — излучение HCN-лазера с длиной волны  =  
= 337 мкм. Оптическая система экспериментальной 
установки приведена на рис. 1. Субмиллиметровое 
излучение HCN-лазера вводится в световод 1 и по-
падает на поворотное зеркало 2, которое отражает 
падающее на него излучение под углом 90  в свето-
вод 3. После прохождения герметичного окна 4 из 
черного полиэтилена (толщина ≈ 150 мкм) субмил-
лиметровое излучение фокусируется на планарный 
волновод 8 с помощью световода 5 с конусом 6 на 
конце. Планарный волновод размещается в держа-
теле, который вводится внутрь сверхпроводя- 
щего соленоида 9, помещенного непосредственно в  
жидкий гелий. Между конусом и планарным вол-
новодом помещается охлаждаемый фильтр 7 из 
черного полиэтилена для предотвращения фоновой 
засветки. Прошедшее через планарный волновод 
излучение с помощью световода 10 направляется 

через кварцевое стекло 11, впаянное в дно внутренней стенки гелиевого 
дюара, на второй конус 12, который фокусирует излучение на субмилли-
метровый приемник — глубоко охлаждаемый германиевый болометр 13. 
Сигнал с болометра измерялся методом синхронного детектирования.  

Качество кристаллов, геометрия эксперимента и значение тепловой 
энергии kБT = 0,36 мэВ позволяют наблюдать циклотронные, гибридные ре-
зонансы и диэлектрические аномалии электронов и дырок в L- и T-точках 
зоны Бриллюэна.  

Рис. 1. Схема 
взаимного располо-

жения составля-
ющих оптической 
системы экспери-
ментальной уста-

новки 
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Экспериментальные результаты. Висмут исследован в ориентации, 
когда вектор индукции магнитного поля был направлен вдоль биссек-
торной оси кристаллической решетки висмута. 

Экспериментальные результаты и результаты моделирования  формы 
линии магнитооптического эксперимента, когда магнитное поле направ-
лено вдоль биссекторной оси, приведены на рис. 2. Наблюдаемые осо-
бенности в магнитопропускании планарного волновода связываются  
с циклотронным резонансом на наклонных орбитах, гибридным резо-
нансом и диэлектрической аномалией носителей заряда различных  
типов [5].  

Рис. 2. Экспериментальные результаты (1) и результаты моделирования (2–5) 
формы линии магнитооптического эксперимента (магнитное поле направлено 

вдоль биссекторной оси) при  = 0,6 · 10–11 (2), 0,9 · 10–11 (3), 0,8 · 10–11 (4)  
и 0,7 · 10–11 (5) 

Обсуждение результатов. В ориентации, когда вектор индукции маг-
нитного поля направлен вдоль биссекторной оси кристаллической ре-
шетки висмута, имеется три типа носителей заряда [6].  

Выражения для циклотронных масс в биссекторном направлении по-
лучаются применением выражения [7] 
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для тензора эффективных масс электронов, записанного в кристалличе-
ских осях висмута: 
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Здесь * * 0ˆBm h m h m  — эффективная масса носителей заряда вдоль 

направления вектора магнитной индукции; m0 — масса свободного элек-
трона, ось 1 направлена вдоль бинарной оси кристаллической решетки вис-
мута, ось 2 — вдоль биссекторной, ось 3 — вдоль тригональной, h  — еди-
ничный вектор вдоль направления вектора индукции магнитного поля. 

Для направления, когда вектор индукции магнитного поля паралле-
лен биссекторной оси: 
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где light
bism  — легкая биссекторная циклотронная масса; heavy

bism — тяжелая 
биссекторная циклотронная масса.  

Эффективная масса Т-дырок определяется как  

 1/2
0 1 3 .bisM m M M  (5) 

Компоненты тензора эффективных электронных масс на поверхности 
Ферми, которые использовались как исходные: m1 = 0,00606, m2 = 1,26, m3 = 
= 0,0267, m4 = 0,140, M1 = 0,0639, M3 = 0,703 в единицах массы свободного 
электрона [4, 5]. Поскольку масса m2  m1, в первом приближении можно 
пренебречь членом 3m1 в знаменателе (4). Тогда 2 .heavy light

bis bism m  В соответ-
ствии с общими соображениями вправе ожидать, что особенности, связан-
ные с тяжелыми биссекторными циклотронными массами, должны распо-
лагаться в полях вдвое больших по сравнению с полями, в которых распола-
гаются особенности, связанные с легкими биссекторными циклотронными 
массами. 

Расчет коэффициента пропускания планарного волновода проводил-
ся следующим образом [5]. 

Решалась система уравнений Максвелла 
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;
E B t
H D t j

 (6)  



Определение свойств анизотропного материала…

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2019. № 2 55 

 0;B
D

 (6) 

с материальными соотношениями 
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Здесь  — оператор градиента; , , ,E B D H  — зависящие от времени 
векторы напряженности и индукции электрического и магнитного полей. 

Решение системы уравнений Максвелла (6) искали для среды 1 (рис. 3) 
в виде 
 (1) exp exp ,yE E z i t q y  (8) 
где E  — напряженность электрического поля электромагнитной волны; 

 — поперечное волновое число;  — круговая частота электромагнит-
ной волны; qy — продольное волновое число; индекс «1» означает, что 
комплексная амплитуда относится к среде 1 (см. рис. 3). 

 
Рис. 3. Взаимное расположение 
компонент волнового вектора 

электромагнитной волны (индекс 
«0» обозначает среду между 

трансляционно симметричными 
монокристаллами 1 и 2, 
составляющими стенки 
планарного волновода) 

  

Условия на границах сред 0−1 и 0−2 (см. рис. 3) и соотношения сим-
метрии позволили классифицировать электромагнитные волны, распро-
страняющиеся в планарном волноводе, и рассчитать коэффициент про-
пускания. Численные оценки параметров электромагнитной волны дали 
возможность упростить конечное выражение для коэффициента пропус-
кания. 

В результате получено простое выражение для коэффициента про-
пускания планарного волновода (с погрешностью 6 %) 

 exp 2 0 ,y yT B L q B q  (9) 

где L — длина планарного волновода; , 0y yq B q  — мнимые части 
волнового вектора в направлении распространения волны в волноводе при 
магнитном поле В и когда магнитное поле равно нулю соответственно.  
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Моделирование магнитооптических спектров, полученных для вис-
мута при длине волны электромагнитного излучения 337 мкм, проведено 
в работах [8−14], где получено удовлетворительное согласие результатов 
моделирования с экспериментом. Однако успешное моделирование од-
ного участка экспериментальной кривой приводило к проблемам моде-
лирования в другом диапазоне магнитных полей. 

Задача является многопараметрической, поэтому в настоящей работе 
рассмотрено влияние на форму линии двух параметров: 1) времени ре-
лаксации зарядового возбуждения ; 2) концентрации свободных носите-
лей заряда (электронов и дырок). 

Оказалось, что подстановка тех или иных констант для перечисленных 
выше физических величин во всем исследуемом диапазоне магнитных по-
лей приводит к тому, что при успешном моделировании одного участка 
кривой другой показывает менее хорошие результаты. Это связано с тем, 
что в случае, когда вектор внешнего магнитного поля направлен в биссек-
торном направлении, имеются три типа носителей заряда. Это — электро-
ны с эффективными циклотронными массами, различающиеся примерно 
в 2 раза друг от друга (0,008 и 0,016 массы свободного электрона), и дырки 
(0,2 массы свободного электрона). Таким образом, особенности в магнито-
оптическом спектре, зависящие от носителей заряда с различными свой-
ствами, могут проявляться в различных диапазонах магнитных полей.  
Если рассматриваемые группы носителей заряда не связаны друг с другом 
либо связь не является превалирующим явлением, время релаксации заря-
дового возбуждения  носителей заряда, сосредоточенных в различных 
областях зоны Бриллюэна, и концентрация свободных носителей заряда 
(электронов и дырок) будут иметь различные значения для выделенных 
диапазонов магнитных полей. Действительно, численный эксперимент 
показал, что рассматриваемый диапазон магнитных полей 0…1,6 Тл де-
лится на два участка: 1) 0…0,45 Тл; 2) 0,45…1,6 Тл. В первом из них глав-
ную роль играют легкие биссекторные электроны, а во втором — тяжелые 
биссекторные электроны и дырки. 

Согласия между экспериментальными и теоретическими результатами 
удалось достичь для зависимости времени релаксации оптического воз-
буждения от магнитного поля, представленной на рис. 4, а, где совместно с 
полевой зависимостью времени релаксации приведена расчетная кривая 
коэффициента пропускания. Отчетливо видно, что для электронов мень-
ших циклотронных масс время релаксации составляет  = 2 · 10–11 с, а для 
электронов больших циклотронных масс —  = 0,7 · 10–11 c. Предположения 
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Рис. 4. Экспериментальные (1) и расчетные (2) зависимости времени 
релаксации оптического возбуждения (а) и зависимость концентрации 
электронов (б)  от магнитного поля, направленного вдоль биссекторной  

оси висмута 

о слабой связи различных экстремумов постоянной энергии подтверди-
лись. В выделенном фрагменте на рис. 2 показан результат наиболее силь-
ного влияния варьирования времени релаксации на форму расчетной ли-
нии коэффициента пропускания. Несмотря на то что полевой диапазон 
изменения времени релаксации простирался в диапазоне магнитного поля 
0,5…1,6 Тл, видимое влияние сказалось только в узком участке магнитного 
поля — 1,4…1,6 Тл, в области резкого роста коэффициента пропускания. 
Следует обратить внимание на высокую чувствительность спектра к изме-
нению этого параметра. При уменьшении времени релаксации кривая ста-
новится более пологой, что и ожидалось. Наиболее достоверное значение 
времени релаксации  = 0,8 · 10–11 с. 

В целом время релаксации для электронов меньшей циклотронной 
массы более чем в 2 раза превосходит время релаксации для электронов с 
большей циклотронной массой. 

Форма линии расчетной зависимости коэффициента пропускания от 
магнитного поля оказалась сильно зависимой от концентрации электронов 
в L-точке зоны Бриллюэна висмута. Висмут является компенсированным 
полуметаллом: концентрация дырок равна концентрации электронов и  
составляет n = 3,0 · 1023 м−3. Это значение установлено в результате гальва-
номагнитных измерений [15]. Однако в рассматриваемом эксперименте 
циклотронное поглощение испытывают далеко не все электроны в зоне 
проводимости. Фактически, эффективно поглощать энергию и переходить 
на более высокие квантовые уровни могут лишь электроны в тонком слое, 
определяемом значением тепловой энергии kБT = 0,36 мэВ. Поэтому кон-
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центрация электронов в данном эксперименте представляет собой эффек-
тивное число электронов в единичном объеме, задействованных в процессе 
поглощения электромагнитной энергии. 

Таким образом, сделан вывод о возможности варьирования этого па-
раметра, причем отличие его от истинного значения может составлять 
большую величину. Естественно, эта концентрация должна быть меньше 
найденной [15], исходя из гальваномагнитных экспериментов. Результа-
ты моделирования зависимости концентрации электронов от магнитного 
поля приведены на рис. 4, б. 

Зависимость концентрации электронов от магнитного поля в ориен-
тации, когда вектор индукции магнитного поля направлен вдоль биссек-
торной оси висмута, также имеет ступенчатую структуру. Как и в преды-
дущем случае, это связано с относительной изолированностью свойств 
висмута, определяемых различными поверхностями постоянной энер-
гии. Различия концентраций для разных эллипсоидов постоянной энер-
гии отличаются в десятки раз. 

Результаты варьирования концентрации легких биссекторных элек-
тронов приведены на рис. 5. Обращает на себя внимание факт, что увели-
чение концентрации приводит к большей интенсивности особенности в 
пропускании легких биссекторных электронов. Оказалось, варьирование 

Рис. 5. Результаты моделирования формы линии магнитооптического 
эксперимента при направлении магнитного поля вдоль биссекторной оси: 

1 — экспериментальные результаты; 2, 3, 4 — аппроксимация  при значениях 
 n = 0,1 · 1023, 0,08 · 1023, 0,11 · 1023 соответственно 
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концентрации носителей заряда в диапазоне малых магнитных полей ска-
зывается на результатах моделирования, где концентрация имеет другое 
значение. Это связано с особенностью численной процедуры, когда рассчи-
танное численным методом последующее значение зависит от предыдущего. 
Данное явление иллюстрирует точность проведенного расчета и устойчи-
вость решения по отношению к входным параметрам.  

Заключение. Моделированием зависимости коэффициента пропус-
кания планарного волновода от магнитного поля установлены ступенча-
тые зависимости времени релаксации зарядового возбуждения и концен-
трации носителей заряда, которые являются следствием наличия трех 
групп носителей заряда расположенных в L- и T-точках первой зоны 
Бриллюэна.  

Доказано, что в условиях сильной анизотропии свойств и наличия 
топологически изолированных поверхностей Ферми моделирование экс-
периментальных магнитооптических спектров является успешным при 
учете параметров каждого экстремума носителей заряда отдельно.  

Следует отметить, что в результате моделирования формы экспери-
ментальной кривой получена новая информация о свойствах исследуе-
мого материала, параметрах энергетического спектра висмута и динамике 
процессов, происходящих в условиях магнитного квантования. 
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Abstract Keywords 
The paper presents investigation results concerning a 
magneto-optic effect occurring in the far infrared range 
in bismuth. The investigation involves recording 
transmission in a planar waveguide located in a variable 
magnetic field. We ran a numerical simulation of the 
magneto-optic spectrum shapes in the relaxation-time 
approximation and determined a set of parameters for 
the electron energy spectrum in bismuth in the effective 
mass tensor approximation. We found that there is a 
discrete function describing how relaxation time and 
charge carrier concentration depend on the magnetic 
field magnitude. The function stems from the presence 
of electrons with different effective masses, which are 
concentrated in the three equivalent L points of the 
Brillouin zone, and holes in the T point of the Brillouin 
zone, which have topologically unconnected aniso-
tropic constant energy surfaces 
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