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Aннотация Ключевые слова 
Исследована задача о периодических по времени 
решениях квазилинейного уравнения вынужденных 
колебаний двутавровой балки, один конец которой 
закреплен, а второй шарнирно оперт. Нелинейное 
слагаемое и правая часть уравнения являются пери-
одическими по времени функциями. Решение ищет-
ся в виде ряда Фурье. Для построения ортонорми-
рованной системы изучена задача на собственные 
значения дифференциального оператора, соответ-
ствующего исходному уравнению. При исследова-
нии асимптотики собственных значений задачи 
осуществлена оценка корней соответствующего 
трансцендентного уравнения. Получены условия, 
при которых ядро дифференциального оператора 
является конечномерным и обратный оператор 
вполне непрерывен на дополнении к ядру. Доказана 
лемма о существовании и регулярности решений 
соответствующей линейной задачи. При доказатель-
стве регулярности исследованы суммы рядов Фурье. 
Доказана теорема о существовании и регулярности 
периодического решения, если нелинейное слагае-
мое удовлетворяет условию нерезонансности на 
бесконечности. При доказательстве теоремы про-
ведена априорная оценка решений соответствующе-
го операторного уравнения и применен принцип 
Лере — Шаудера о неподвижной точке. Получены 
дополнительные условия, при которых найденное  
в основной теореме периодическое решение един-
ственно 
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Введение. Рассмотрим задачу о периодических по времени решениях 
квазилинейного уравнения колебаний балки с закрепленным и шарнирно 
опертым концами:  
 = ( , , ) ( , ), 0 < < , ;tt xxxx xxu u au g x t u f x t x t R   (1) 

 (0, ) = (0, ) = 0, ;xxu t u t t R   (2) 

 ( , ) = ( , ) = 0, ;xu t u t t R   (3) 

 ( , 2 ) = ( , ); 0 < < , .u x t u x t x t R   (4) 

Здесь ( , , ), ( , )g x t u f x t  — 2 -периодические функции по ;t  a  — поло-
жительная константа. 

Уравнение (1) представляет собой математическую модель колебаний 
проводов, стержней, способных сопротивляться изгибу, а также двутав-
ровых балок [1]. Проблеме нахождения периодических и квазипериоди-
ческих решений для нелинейных эволюционных уравнений, таких как 
волновое уравнение и уравнение колебаний балки, посвящено большое 
число работ. В работах [2–15] получены условия существования перио-
дических решений для волнового уравнения. Следует отметить большое 
разнообразие методов, приведенных в указанных работах. Здесь метод  
[2, 8], разработанный для волнового уравнения, применяется при иссле-
довании уравнения колебаний балки. Задача о колебаниях балки при 

= 0a  изучена в [16–21]. В работе [22] доказано существование локально 
единственного периодического решения малой амплитуды для уравне-
ния (1), если > 0,a  внешняя сила мала и балка шарнирно оперта на левом 
и правом концах, т. е. на левом и правом концах отрезка выполнены гра-
ничные условия типа (2). Уравнение (1) также рассмотрено в работе [23] 
при > 0a  и с граничными условиями типа (2) на обоих концах отрезка.  
В ней доказано существование неограниченной в pL  последовательности 
периодических решений, если нелинейное слагаемое имеет степенной 
рост без предположения малости правой части уравнения. При выполне-
нии граничных условий типа (2) на обоих концах отрезка задача на соб-
ственные значения явно решается, ее собственными функциями являют-
ся sin( ),nx  соответствующие им собственные значения равны 4 2.n an  

Граничное условие (3) соответствует случаю закрепленного правого 
конца балки. При изучении уравнения (1) с граничными условиями (2), (3) 
собственные значения соответствующей задачи на собственные значения 
явно не выражаются и удовлетворяют громоздкому трансцендентному 
уравнению, исследованию которого посвящена первая часть работы. 
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Цель работы — изучение соответствующей линейной задачи ( = 0)g   
и доказательство существования решения задачи (1)–(4) при любой правой 
части f  (из соответствующего пространства), если нелинейное слагаемое  
g  удовлетворяет условию нерезонансности без предположения малости 
решения и .f  

Исследование собственных значений дифференциального опера-
тора уравнения (1). Для изучения спектральных свойств оператора 

tt xxxx xxa  с граничными условиями (2)–(4) рассмотрим следую-
щую задачу на собственные значения и собственные функции (такая за-
дача возникает при решении соответствующей линейной задачи методом 
разделения переменных Фурье): 
 (4) = ;X aX X   (5) 
 (0) = (0) = 0;X X   (6) 
 ( ) = ( ) = 0.X X   (7) 

Умножив (5) на X  и проинтегрировав по отрезку [0, ],  с учетом гра-
ничных условий (6), (7) получим соотношение  

 2 2 2

0 0 0
( ) = ( ( )) ( ( )) .X x dx X x dx a X x dx  

Из этого соотношения вытекает положительная определенность диф-
ференциального оператора xxxx xxa  c граничными условиями (6), (7)  
и неравенство 0.  Если предположить, что = 0,  то с учетом (6) получим 

( ) 0, ( ) 0.X x X x  Это противоречит определению собственной функции. 
Таким образом, > 0.  

Обозначим множества натуральных, целых, действительных чисел 
, ,N Z R  соответственно. 

С учетом условий (6) при > 0  решение уравнения (5) имеет вид 

 2 21 2= sin / 4 / 2 / 4 / 2 .X C x a a C x a a  

Если подставить в это решение граничные условия (7), то получим 
линейную однородную систему относительно 1 2, .C C  Стандартно при-
равняв определитель этой системы к нулю (что является необходимым и 
достаточным условием существования нетривиального решения), запи-
шем уравнение относительно собственных значений 

 2 2/ 4 / 2 tg / 4 / 2 =a a a a  

 2 2= / 4 / 2 th / 4 / 2 .a a a a  
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При > 0  обозначим  

 2 2= / 4 / 2, = / 4 / 2.b a a c a a   (8) 

Тогда 2=c b a  и  

 tg( ) th( )= .b c
b c

  (9) 

Обозначим ( ) = tg( ) / , ( ) = th( ) / , ( ) = ( ( )),f b b b h c c c H b h c b  где ( ) =c b  
2 .b a  Легко заметить, что функция ( )f b  возрастает на промежутках 

(0,1/ 2), ( 1/ 2, 1/ 2), ,n n n N  а функция ( )H b  убывает при 0.b  Кроме 

того, (0 0) = ,f  (0) = ( ) / <H a a  и при n N  выполнены соотно-
шения 

1 0
2

lim( ) = 0, ( ) = .
b n

f n f b  Поэтому при n N  на каждом интер-

вале ( , 1/ 2)n n  существует единственный корень nb  уравнения (9). 
Из уравнения (9) выведем  

 2
2

tg( ) = th .n
n n

n

bb b a
b a

  (10) 

Правая часть уравнения (10) меньше единицы. Следовательно, 
( , 1/ 4),nb n n  т. е.  

 = 1/ 4n nb n   (11) 
и (0,1/ 4).n  Таким образом, согласно (8), (11), собственные значения 

n  задачи (5)–(7) выражаются формулой  

 4 2= ( 1/ 4 ) ( 1/ 4 ) .n n nn a n   (12) 

Для того чтобы оценить ,n  подставим (11) в (10):  

 1 tg( ) = ( ).
1 tg( )

n
n

n
g b   (13) 

Здесь 2
2

( ) = th( ).tg t t a
t a

 Из (13) выразим  

 1 1= (1 ( )).
tg( ) 1 ( )

n
n n

n n
g b

g b
 

Поскольку 1 1< < 1
2 1 ( )ng b

 и при (0, / 4)t  имеет место неравенство 

< < 1,
4 tg( )

n

n
 то  
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 1 1(1 ( )) < < (1 ( )).
8 n n ng b g b   (14) 

Преобразуем выражение  

 2
2 2 2

1 ( ) = (1 th( )).
( )

a tg t t a
t a t a t t a

 

Следовательно,  

 
22 2

1 ( ) > >
2( )( )

n
nn n n

a ag b
b ab a b a b  

и  

 2 2 2 2
2 21 ( ) < 1 th( ) = < .

2 2 21
n n bnn n n

a a ag b b
b b be

 

Тогда из (11) и (14) следует 

 2 2
1 2 1< < .

16 25 2n
a a n

a n n
N   (15) 

Соответствующие n  собственные функции nX  имеют вид  

 = (sin( ) sh( )),n n n n nX A b x c x   (16) 

где 2 2= / 4 / 2; = / 4 / 2, > 0;n n n n nb a a c a a A  

 sin( )= .
sh( )

n
n

n

b
c

  (17) 

Множитель nA  подбирается из условия нормировки 2|| || = 1.[0, ]n LX  

Прямые вычисления показывают, что = 2 /n nA  и 0n  при 
.n  Отсюда из (16) вытекает существование не зависящей от n  поло-

жительной константы 0,C  такой, что  

 0| ( ) | при всех [0, ].nX x C x   (18) 

Обозначим =[0, ] / (2 ).R Z  Рассмотрим пространства 2[0, ],L  
2( ),L  скалярные произведения в которых заданы формулами 

  
2

[0, ]

2

( , ) = ( ) ( ) , , [0, ], ( , ) =

( , ) ( , ) , , ( )

f g f x g x dx f g L u v

u x t v x t dx dt u v L
  

соответственно. Обозначим также 22|| ||=|| ||  для ( ).( )Lf f f L  
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Система функций { }n n NX  является замкнутой, ортонормированной 
в 2[0, ]L  системой [24]. Рассмотрим замкнутую, ортонормированную в 

2( )L  систему функций  

 
,

1 1 1, cos( ), sin( ) .
2

n n n
m n N

X X mt X mt   (19) 

Пусть D  — множество конечных линейных комбинаций функций из 
системы (19). Определим оператор 0 2 2: ( ) ( ),L L L  для которого  

 0 0( ) = и =  при всех .tt xxxxD L D L a D  

Числа 2=nm n m  при , 0n m ZN N  составляют множество 
собственных значений оператора 0.L  

Предположим, что коэффициент a  удовлетворяет условиям  
 > 0, 1/ 8 .a a N   (20) 

Лемма 1. При выполнении условия (20) ядро оператора 0L  конечно-
мерно. 

◀ Достаточно проверить, что уравнение  
 = 0nm   (21) 

не может иметь бесконечного числа решений при , .n m ZN  
Используя (12), перепишем уравнение (21) в виде  

 
2

2
1= 1 .
4 ( 1/ 4 )n

n

am n
n

  (22) 

Выберем произвольное (0,1/ 2).  Отметим, что при 2
1 20,x  

имеет место равенство 1 = 1 ( ) ,x x x  где ( ) ( ,1/ 2).x  Возьмем 
0n N  такое, что  

 2 2
1 2<

( 1/ 4 )n

a
n

 

при 0.n n  Тогда при 0n n  из (22) выведем соотношение =m
2 1( 1/ 4 ) ( ) ,nn n a  где 1( ) ( ,1/ 2).n  Отсюда получим равенство  

 22 2 = ( ).nm n n R n   (23) 

Здесь  

 2 1( ) = 2 (4 1); = 1/ 8 2 ( ) .n n nn n R n a   (24) 
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Из (20) следует, что либо ( 1/ 8, 7 / 8)a k k  при некотором ,k N  
либо (0, 7 / 8).a  В первом случае примем = (( 1/ 8) / 1) / 4.k a  Тогда 
при 0n n   

 1 1 1, ( , 1).
2 8 8nR a k a k k   (25) 

Во втором случае при n N  будем иметь  

 1 1, (0,1).
8 8nR a   (26) 

Согласно (15), ( ) 0n  при ,n  тогда и в первом и во втором 
случаях при 0n n  уравнение (23) имеет не более конечного числа цело-
численных решений m, n. Лемма доказана. ▶ 

Стандартно доказывается, что при выполнении условия (20) сопря-
женный в 2( )L  оператор *0=L L  является самосопряженным в 2( )L  
[25]. Функция  

 
=1 =0

= ( cos( ) sin( ))n nm nm
n m

u X a mt b mt  

из 2( )L  принадлежит ( )D L  тогда и только тогда, когда сходится ряд  

 2 2 2

=1 =0
nm nm nm

n m
a b  

и для этой функции имеет место соотношение  

 
=1 =0

= ( cos( ) sin( )).nm n nm nm
n m

Lu X a mt b mt  

Функции из системы (19) — собственные функции оператора L  с 
собственными значениями .nm  Кроме того, 0ker = ker , Im = ker .L L L L  

Обозначим через 2( ) = ( )( )kkH W k N  пространства Соболева. 
Лемма 2. Если выполнено условие (20), то оператор 1 : Im ImL L L  

( 1L  — обратный оператор к сужению : ( ) Im ImL D L L L ) является 
вполне непрерывным и имеют место включения  

 1 11( ) ( ),( ) ( ) Im ;xL f H C L f C при  всех f L   (27) 

 1 1 12 1( ) ( ),( ) ( ) ( ) Im .xxL f H C L f C при всех f H L   (28) 

◀ Разложим функцию Imf L  в ряд Фурье по системе (19):  
 

0
= ( cos ( ) sin ( )).n nm nm

nm
f X a mt b mt   (29) 
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Здесь и далее в аналогичных формулах имеется ввиду двойное суммиро-
вание по индексам ( , ,n m N Z  для которых 0).nm   

Для доказательства вполне непрерывности оператора 1L  достаточно 
доказать сходимость ряда 

 2
1 .

0 nmnm
 

Выразим  

 2 21
1= ( 1/ 4 ) ( ) = ( ) (2 2 ) .
2n n nm m n n a R n m n n  

Здесь , ( )nR n  определены в (24). Поскольку ( ) 0n  при ,n  то из 
(20), (25), (26) следует существование 0 (0,1/ 2]  такого, что  

 0 ,nm   (30) 

если .nm  Следовательно, при nm  имеем  

 2 2 2 4 2
0 0 =1 =0

1 1 1 1= =
nm n mnm nm nn n

nm m m
 

 4 2 2=1 = 0 = 1

1 1 1=
( )

n

n m nm nn
n mm

 

 4 2 2
=1 = 0 = 10 0

1 1 1

(1 )

n

n m mn nn
n m m

 

 
4 20=1 =1

1 12 < .
( (1 ))n mn m

 

Используя (30) и (12), получаем оценку  

 20| | ( )nm m n   (31) 

при .nm  Разложение функции 1=u A f  в ряд Фурье имеет вид  

 
0

1= ( cos ( ) sin( )).n nm nm
nmnm

u X a mt b mt  
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Используя (31), при nm  получаем ограниченность последова-

тельности 
| |nm

m  и включение 2( ).tu L  Из (16) и ограниченности 

последовательности { }nA  вытекает существование положительных кон-
стант , ,kD k N  таких, что  

 ( )( ) при всех [0, ].k kn kX x D n x  

Таким образом, для доказательства включений ( ), ( )xu C u C   
достаточно установить сходимость ряда  

 
0

| | | | .
| | nm nm

nmnm

n a b   (32) 

Используя неравенство Коши — Буняковского (12), (30), выведем  
1/2 1/2

2
2 2

2
0 0 0

| | | | =
| | nm nm nm nm

nm nmnm nm nm

n na b a b  

 
2

2 2
0

=
nm nn

n

m m
 

 2 2 2 2
=1 0 =1 0 0

1 1 1 1 < .
(1 )n nnm nmn

f f f
n n mm

 

Докажем включения (28). Если 1( ) Imf H L  и разложена в ряд 
(29), то  
 

0
= ( sin( ) cos( ))t n nm nm

nm
f mX a mt b mt   (33) 

и  
 2 2 2

0
< .nm nm

nm
m a b   (34) 

Отсюда выведем 

 
0

1/2 1/2
2 2 2

2
0 0

| | | | | |
| |

1 < .

nm nm
nmnm

nm nm
nmnm nm

m a b

m a b
 

Поэтому 1( ), ( ).tu C u C  
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Использовав (27), (33), (34), выведем 1= ( ) ( ).tx t xu L f C  Для доказа-
тельства включения ( )xxu C  достаточно установить сходимость ряда  

 
2

0
= (| | | |).

| | nm nm
nmnm

nI a b  

Этот факт устанавливается аналогично доказательству сходимости 
соответствующего ряда в лемме 1.2, приведенной в работе [23] (здесь по-
лучено более сильное утверждение о сходимости ряда 

  
3

0
= (| | | |)).

| | nm nm
nmnm

nI a b  

Лемма доказана. ▶ 
Теорема о существовании решений задачи (1)−(4). Пусть нелиней-

ное слагаемое g  удовлетворяет следующим условиям:  

 1( )  2 -   ;g C R и периодична по t   (35) 

Cуществуют константы , , r  такие, что > 0r  и  

 ( , , )   ( , ] [ , ), ( , ) .g x t u при u r r x t
u

  (36) 

Определение. Обобщенным решением задачи (1)−(4) называется 
функция 2( )u L  такая, что  

 ( ) = ( ( , , ) ) .tt xxxx xxu a dx dt g x t u f dx dt для всех D  

Обозначим = { | , }.nm n mN Z  Из леммы 1 и неравенства (31) 
следует, что  не имеет конечных предельных точек. 

Теорема. Предположим выполнены условия (20), (35), (36) с констан-
тами , , r  такими, что > 0, <r  и [ , ] = .  Тогда для любой 
функции 1( )f H  задача (1)−(4) имеет обобщенное решение u  

12( ) ( ),H C  ( )xxu C  и граничные условия (2), (3) выполнены в 
классическом смысле. 

◀ Будем опираться на метод Брезиса — Ниренберга [2] и использо-
вать план работы [8]. Обозначим ( , , ) = ( , , ) .h x t u g x t u u  Из леммы 2 
следует вполне непрерывность оператора 1 : Im Im .L L L  Поскольку 

,  то 1 2 2( ) : ( ) ( )L I L L  также является вполне непрерывным 
оператором. Действительно,  

 2 2 2 2
=1 = 0 0

1 1= .
( ) (1 / )nm nm nmn m nm

k  
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Здесь = dim ker .k L  Поскольку ,  из неравенства (31) следует суще-
ствование 1 > 0  такого, что 2

11 / > 0nm  при всех ,n N   
m Z  таких, что 0.nm  Следовательно,  

 2 2 21=1 = 0 0

1 1 1 < .
( ) nmnm nmn m

k  

Обобщенное решение задачи (1)−(4) будем искать как решение опе-
раторного уравнения  

 ( , , ) = .Lu g x t u f   (37) 

Если обозначить 1( ) = ( ) ( ( , , ) ),T u L I h x t u f  то уравнение (37) можно 
переписать в виде  
 = ( ).u T u   (38) 

Оператор 2 2: ( ) ( )T L L  является вполне непрерывным операто-
ром. Рассмотрим уравнение  

 = ( )u T u   (39) 

с параметром (0,1].  Оценим L2-норму возможных решений уравне-
ния (39), для чего обозначим 1= ( )v L I f  и приведем уравнение (39)  
к виду  

 1( , , ) = ( )( ).h x t u I L u v   (40) 

Пусть 1 2,  так, что 1 2( , ) =  и 1 2[ , ] ( , ).  Умножим ра-
венство (40) скалярно в 2( )L  на u v  и воспользуемся тем, что 2  
есть наименьшее по модулю отрицательное собственное значение опера-
тора :I L   

 1( ( , , ), ) = (( )( ), )h x t u u v I L u v u v  

 2 2

2 2

1 ( )( ) = ( , , ) .
( )

I L u v h x t u   (41) 

Используя условие (36), выведем существование положительных кон-
стант 1 2,C C  таких, что  

 2 1( , , ) , | ( , , ) | ( ) | | ( , , ) .h x t u u C h x t u u C x t u R  

Из данных неравенств и (40) следует  
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 2 2 2
2

( , , ) | ( , , ) | | | ( , , ) 4h x t u h x t u u dxdt v h x t u C  

 2 23 2
1 ( , , ) ( , , ) 4 ,h x t u C h x t u C  

где 1
3 =|| || 2 .CC v  Поскольку 2 > ,  отсюда и (40) вытека-

ют оценки  
 4 4( , , ) , ( )( ) ,h x t u C L I u v C  

где константа 4C  не зависит от .  Поскольку ,  из последнего нера-
венства получим 5u C  и 5C  не зависит от .  Из полученной оценки и 
теоремы Лере — Шаудера [26, с. 417] следует существование решения 

2( )u L  уравнения (38). Утверждение о гладкости обобщенного реше-
ния вытекает из конечномерности ker L  и леммы 2. ▶ 

Замечание. Пусть дополнительно условиям теоремы функция ( , , )g x t u  
удовлетворяет условию  
 ( , , )  , ( , ) .ug x t u при всех u x tR   (42) 

Тогда задача (1)−(4) имеет единственное решение. 
Действительно, предположим 1 2,u u  есть решения уравнения (37). 

Тогда  
 1 1( ) ( , , ) = ,L I u h x t u f   (43) 
 2 2( ) ( , , ) = .L I u h x t u f   (44) 
Из (42) выведем  

 20 ( ( , , ) ( , , ))( ) ( )( )h x t u h x t v u v u v   (45) 

при всех , , ( , ) .u v x tR  
Вычтем из (43) соотношение (44), полученное равенство умножим 

скалярно в 2( )L  на 1 2:u u   

 1 2 1 2 1 2 1 20 = (( )( ), ) ( ( , , ) ( , , ), ).L I u u u u h x t u h x t u u u   (46) 

Из неравенства (45) следует  

 21 2 1 2 1 2
1( ( , , ) ( , , ))( ) ( ( , , ) ( , , ))h x t u h x t u u u h x t u h x t u   (47) 

при всех ( , ) .x t  
С учетом того, что 2( )  — наибольшее отрицательное собствен-

ное значение оператора ,I L  из (46), (47) получим  



И.А. Рудаков 

16  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2019. № 3 

 2 2
1 2 1 2

2

1 10 ( )( ) ( , , ) ( , , ) =I L u u h x t u h x t u  

 2
1 2

2

1 1= ( )( ) .I L u u  

Следовательно, 1 2 1 2( )( ) = 0, = .I L u u u u  
Заключение. Исследована задача о периодических решениях квазили-

нейного уравнения вынужденных колебаний двутавровой балки с закреп-
ленным и свободно опертым концами. Получена асимптотика собствен-
ных значений для соответствующей одномерной задачи на собственные 
значения, доказана лемма о гладкости в 12H C  периодических решений 
линейной задачи. Доказана теорема о существовании периодического ре-
шения для квазилинейного уравнения колебаний двутавровой балки  
в случае, когда нелинейное слагаемое удовлетворяет условию нерезонанс-
ности на бесконечности. Получены достаточные условия, при которых 
данное периодическое решение единственно. 
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Abstract Keywords 
The paper investigates the problem concerning time-
periodic solutions to a quasi-linear equation describing 
forced oscillations of an I-beam with fixed and hinged 
end supports. The non-linear term and the right side of 
the equation are time-periodic functions. We seek a 
Fourier series solution to the equation. In order to 
construct an orthonormal system, we studied the 
eigenvalue problem for a differential operator rep-
resenting the original equation. We estimated the roots 
of the respective transcendental equation while 
investigating eigenvalue asymptotic of this problem. We 
derived conditions under which the differential operator 
kernel is finite-dimensional and the inverse operator is 
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completely continuous over the complement to the 
kernel. We prove a lemma on existence and regularity of 
solutions to the respective linear problem. The regularity 
proof involved studying the sums of Fourier series. We 
prove a theorem on existence and regularity of a 
periodic solution when the non-linear term satisfies a 
non-resonance condition at infinity. The proof included 
prior estimation of solutions to the respective operator 
equation and made use of the Leray — Schauder fixed 
point theorem. We determine additional conditions 
under which the periodic solution found via the main 
theorem is a singular solution 
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