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Aннотация Ключевые слова 
Рассмотрена задача доверительного оценивания 
показателей надежности для модели системы с 
нагруженным резервированием элементов различ-
ных подсистем. Построены нижние доверительные 
границы для функции надежности системы, а так-
же для связанного с ней показателя — гарантиро-
ванного с заданным уровнем гарантии времени 
безотказной работы ( -процентного ресурса) си-
стемы. Получены приближенные асимптотические 
(для случая высокой надежности) выражения для 
доверительных оценок основных показателей на-
дежности системы. Приведены основанные на этих 
асимптотических выражениях достаточно простые 
приближенные аналитические расчетные формулы 
для нижней доверительной границы функции 
надежности системы и аналогичной доверительной 
границы для гарантированного срока службы си-
стемы 
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Введение. Задачи оценки и прогноза (с заданным уровнем достоверно-
сти) показателей надежности и ресурса сложных систем по результатам 
испытаний их элементов довольно часто возникают в инженерной прак-
тике при проектировании и опытной отработке современных техниче-
ских систем. В настоящее время существующие методы доверительного 
оценивания указанных показателей разработаны в основном для систем  
с резервированием однотипными (идентичными) элементами (см. [1−13] 
и др.). При этом в работах [1−6] и [10−13] рассмотрены системы с резер-
вированием без восстановления, а в работах [7−9] — некоторые модели 
систем с восстановлением и резервированием идентичными элементами. 
Модель системы с параллельной структурой с резервированием разно-
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типными элементами для показателя — вероятности безотказной работы 
системы на заданном интервале времени t приведена в [14, 15]. Далее рас-
смотрена более общая ситуация, когда система может быть составлена из 
произвольного числа различных подсистем, в каждой из которых резер-
вирование (в нагруженном режиме) может осуществляться разнотипны-
ми элементами. Кроме того, дано решение задачи как по отношению к 
указанному выше показателю — вероятности безотказной работы систе-
мы в течение заданного времени, так и для другого часто используемого 
показателя — гарантированного (с заданным уровнем гарантии) срока 
службы системы. 

Пусть имеется система, составленная из m различных подсистем, со-
единенных последовательно (в смысле надежности), i-я подсистема  
состоит из in  элементов, работающих в режиме нагруженного резерви-
рования, 1, , .i m  В предположении, что отказы различных элементов 
происходят независимо друг от друга, функция надежности системы 
имеет вид 

 c
1

1 ,   ,
i

m
j j

i j B
P t P t  (1) 

где ,  1 expj j jP t t  — функция надежности j-го элемента, 

1, , ,j n  
1

m
i

i
n n  — общее число элементов системы; j  — параметр 

надежности (интенсивность отказов) j-го элемента, 1, , ;j n  
1, ,iB n  — подмножество индексов элементов i-й подсистемы, 

1, , .i m  
В соответствии с (1) функция надежности системы может быть пред-

ставлена как функция вектора параметров надежности элементов  

 c c
1

,   1 1 exp .
i

m
j

i j B
P t P t t  (2) 

Здесь ,   ,   1, ,j jj B i m  — полный вектор параметров надежно-
сти элементов. Обозначим через :   0,   ,   1, ,j jZ j B i m  — 
множество возможных значений вектора параметров .  Гарантирован-
ное (с уровнем гарантии q) время безотказной работы (q-процентный ре-
сурс) системы q qt t  определяется при данном Z  исходя из вы-
ражения (2) как  
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 c:   ,  ,   .qt t P t q Z  (3) 

Требуется построить нижние доверительные границы для показателей 
надежности системы c , P t  и qt  на основе результатов испытаний 
элементов системы. Предположим, что испытания элементов системы про-
водились по стандартным планам типа [ jN jT ] (обозначения взяты из [1]), 
т. е. на испытаниях (с восстановлением отказавших элементов) в течение 
времени jT  поставлено jN  элементов j-го типа, в результате чего за время 

jT  наблюдалось jd  отказов,   ,   1, , .jj B i m  Предположим, что результа-
ты испытаний jd  по различным типам элементов системы независимы 
между собой. Обозначим через ,   ,   1, ,j jd d j B i m  — вектор резуль-
татов испытаний, :   0,1, 2, ;   ;   1, ,j jL d d j B i m  — множество 
всех возможных значений вектора d и P d  — вероятностное распределе-
ние на множестве результатов испытаний d при данном .Z  

Требуется построить функции результатов испытаний сP t  

с ,   ,P d t  qqt t d  такие, что выполняются неравенства 

 с c,   ,   ,     ;P P d t P t Z  

 ,     .qqP t d t Z  

Построение нижней доверительной границы для функции надеж-
ности системы. Наблюдаемое на испытаниях элементов j-го типа число 
отказов jd  имеет распределение Пуассона с параметром Λi i i iN T  [1, 

4]. Тем самым случайная величина 
1

n
j

j
D d  также имеет пуассоновское 

распределение с параметром 
1 1

Λ .
n n

j j j j
j j

N T  Откуда следует, что 

справедливо неравенство 

 
1

,    ,
i

m
j j j

i j B
P N T D Z  (4) 

где D  — стандартная верхняя -доверительная граница для пара-
метра пуассоновского распределения [1, 16]. Исходя из неравенства (4) 
рассмотрим систему подмножеств ,dH Z  ,d L  в пространстве пара-
метров элементов :  
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 γ
1

:  Δ ,   0,   ,   1, , .
i

m
d j j j j i

i j B
H N T D j B i m  (5) 

С учетом (4) выполняются неравенства  ,   ,dP H Z  т. е. (5) 
образует систему -доверительных множеств для вектора параметров 

.Z  В соответствии с общим методом доверительных множеств   
(см. [1, 4, 5] и др.) нижняя -доверительная граница для функции 

c c , P t P t  вычисляется как 

 
1

с ,   min 1 1 exp ,
d i

m
j

H i j B
P d t t  (6) 

где, учитывая (5), минимум находится по доверительной области  
в пространстве параметров , заданной неравенствами 

 1
Δ ;

0,   ,    1, , .
i

m
j j j

i j B

j i

N T D

j B i m
 (7) 

Функция надежности системы в правой части (6) монотонно убывает 
по каждому параметру λ ,    ,   1, , ,j ij B i m  что соответствует очевид-
ному условию — улучшению надежности системы при улучшении пара-
метров надежности элементов. Таким образом, данная задача эквива-
лентна задаче минимизации в (6) при ограничениях 

 1
Δ ;

0,   ,    1, , .
i

m
j j j

i j B

j i

N T D

j B i m
 (8) 

Для решения данной задачи для системы в целом рассмотрим сначала 
вспомогательные задачи для каждой i-й подсистемы:  

найти функцию  
 ,  max 1 exp   ,

i
i i j

j B
u t t  (9) 

где максимум находится при ограничениях  

 
0;

0 .,  
i

j j j i
j B

j i

N T u

j B
 (10) 

Это соответствует частичной оптимизации целевой функции надежности 
системы в (6) по отдельным подсистемам, где 0,   1, ,iu i m  — неко-
торые «текущие» параметры.  
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Задача на вычисление максимума в (9) при ограничениях (10) экви-
валентна нахождению 

 max ln 1 exp
i

j
j B

t  (11) 

при условии  
 .

i
j j j i

j B
N T u  (12) 

Система уравнений Лагранжа для нахождения условного максимума 
(11), (12) имеет вид 

 

exp
,  

1 exp
;

,
i

j
i j j i

j

j j j i
j B

t t
N T j B

t
N T u

 (13) 

где 0i  — множитель Лагранжа. После простых преобразований, обо-
значая через 1/i i  > 0, находим условный максимум в точке  

 

1  l .n 1 ,  i
j i

j j

tt j B
N T  

Здесь величина i  находится из уравнения 

 ln 1 ,    1, , .
i

j j i
i

j jj B

N T t u i m
t N T

 (14) 

Откуда следует решение вспомогательных задач (9) для каждой i-й под-
системы: 

 
, 

,  ,
, i

i i
i i

i i j jj B

t u t
u t

t u t N T
 (15) 

где величины , i i iu t  находятся в неявном виде из уравнения (14). 
Далее, учитывая ограничения (7), определяем нижнюю доверитель-

ную границу с ,  P d t  для функции надежности системы в целом: 

 
1

с ,   min 1 ,  ,
m

i i
i

P d t u t  (16) 

где минимум берется при условии 
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 1
Δ ;

0,    1, , .

m
i

i

i

u D

u i m
 (17) 

Данная задача эквивалентна следующей:  
найти 

 
1

,   max ,   .
m

i i
i

B d t B u t  (18) 

Здесь ,   ln 1 ,   ,i i i iB u t u t  а максимум берется при тех же огра-
ничениях (17). Доверительная граница с ,  P d t  находится как  

 с ,   exp ,  .P d t B d t  

Функция вида  
 ,     ln 1 ,  i i i iB u t u t  (19) 

выпукла по 0iu  при каждом фиксированном 0,t  1, , .i m  Функ-
ция ,  i iu t  может быть представлена в виде 

 ,   ,  ,i i i i iu t h u t  (20) 

где  

   .
, i

i
i i

i i jj B
h

u t C
 (21) 

Здесь / ,j j j jC C t N T t  ,ij B  1, ,i m  — коэффициенты; функция 
, i iu t  в соответствии с (14) определяется неявным образом из уравне-

ния относительно :i  

 ln 1 ,    1, , .
i

i
j i

jj B
C u i m

C
 (22) 

Из выражения (21) следует  

 ln .
i

j
i i i i i i i i

jj B

C
h h h h

C
 (23) 

Далее из уравнения (22) находим 

 
, 

.
,  i

ji i

i j i ij B

Cu t
u C u t

 (24) 
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Из определения функции ,i iu t  в (20) с учетом (23), (24) получаем 

 
, ,  , 

,    0.
, 

i i ii i i i
i i i

i i i i

h u tu t u t
h u t

u u u t
 (25) 

Из определения функции ,  i iB u t  в (19) следует 

 1, , 
1 ,  0,i i i i

i i
i i

B u t u t
u t

u u
 

отсюда, учитывая (25), запишем 

 
, ,

,    1 , 
i i ii i

i i i i i i

h u tB u t
u u t h u t

 

или (21) —  

 
1

, 1        1
i i

i i i i

i i i j i jj B j B

B u t
u C C

 

(где используем сокращенное обозначение , i i iu t ), после простых 
преобразований находим 

 
1

1

0

, 1 .
i kni i

k
i ik

B u t
A

u
 (26) 

Здесь ,  ,i i iu t  0kA  — положительные коэффициенты. Функция 
, i iu t  в соответствии с определением этой функции в (22) монотонно 

возрастает по 0.iu  Тем самым из (26) следует, что функция ,i iB u t  
выпукла по 0iu  при любом фиксированном 0t  для всех подсистем  
с индексами 1, , .i m  

Следовательно, функция 
1

, ,
m

i i
i

B u t  от которой берется максимум  

в (18), выпукла по вектору переменных 1, , mu u u  как сумма выпуклых 
функций. В соответствии с известными результатами теории выпуклого 
программирования (например, [17] и др.) следует, что максимум выпуклой 
функции в (18) по замкнутой выпуклой области (17) достигается в одной из 
«угловых» точек этой области вида 0, , 0,  , 0, , 0 ,    1, , ,iu i m  где 

  Δ ,iu D  1, , .i m  
Откуда следует решение задачи на отыскание максимума в (18) 

 
  1, ,

, max  ,i i
i m

B d t B u t  
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и соответствующее решение задачи на построение нижней доверитель-
ной границы с ,  P d t  для функции надежности системы в (16):  

 
1, ,с

   ,  
,   1 max  ,

   ,  i

i i

i m i i j jj B

t u t
P d t

t u t N T
 (27) 

где ,  i i iu t  находится из уравнения относительно ,i  

   ln 1  ,     1, , .
i

j j i
i

j jj B

N T t u i m
t N T

 (28) 

Далее исходя из точных выражений (27), (28) дается более простое 
приближенное асимптотическое (для случая высокой надежности при 

/ 0j jt N T  выражение (29) для доверительной границы c ,   .P d t  
Пусть / 0,j jt N T  ,ij B  1, , .i m  Покажем, что тогда  

 
1,с ,

 Δ 1,   1 max 1 1 .
i

i

n

i m i j jj B

t D
P d t o

n N T
 (29) 

Обозначим / ,j j ja t N T  ,ij B  1, , .i m  Имеют место неравенства 

 ln 1 ,j i ij j i j ia a a  (30) 

где 20 / 2,    ,     1, , .ij j i ia j B i m  Откуда следуют неравенства 
для левой части уравнений (28): 

 1  ln .1
i

i i i j i i i
jj B

n a n
a

 

Здесь 210 0,   1, , .
2 i

i ji
j B

a i m  Тогда после несложных пре-

образований получаем, что решение , i i iu t  уравнения (28) имеет 
вид 

 Δ
1 ,i i

i

D
n

 (31) 

где 0 0,i ib t  

 2  Δ ,       1, , .
i

i
j jj B

tb D i m
N T

 

Далее из (27), (31) следует асимптотическое выражение (29) для 
функции с ,   .P d t  
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Из асимптотического выражения (29) следует приближенная  
(для случая высокой надежности при / ( 1)j jt N T ) расчетная формула 
для вычисления нижней доверительной границы функции надежности 
системы 

 
1с , ,

Δ
, 1 max   .

i

i

n

i m i j jj B

D tP d t
n N T

 (32) 

Нижняя доверительная граница для гарантированного времени 
безотказной работы системы. Рассмотрим построение нижней довери-
тельной границы для показателя — гарантированного срока службы 
(времени безотказной работы) системы ,q qt t  определенного выше 
в выражении (3). Поскольку статистика D, на основе которой построена 
выше доверительная граница с ,  P d t  в (27), (28), не зависит от 0,t  
эта функция удовлетворяет неравенству 

 с c,   ,    при всех  0 ,     ,P P d t P t t Z  

т. е. с ,  P d t  дает нижнюю -доверительную полосу для функции надеж-
ности системы c c 1,   , , , .nP t P t  Исходя из выражений (3), (27) 
определим величину q qt t d  при данном уровне гарантии q: 

 с:    , .qt d t P d t q  (33) 

Пусть .Z  Введем события qqC t d t  и 

cс ,   ,    при всех  0 .A P d t P t t  Для этих событий выполняется 
соотношение включения   ,   .A C Z  Откуда следуют неравенства 

 ,    .qqP t d t P C P A Z  

Тем самым определенная в (33) функция результатов испытаний qt d  
дает нижнюю -доверительную границу для гарантированного времени 
безотказной работы системы .q qt t  Учитывая выражения (27), (28), 
величина q qt t d  определяется при данном d L  из уравнения отно-
сительно t: 

 
1, ,

    ,  
max 1 .

    ,  i

i i

i m i i j jj B

t u t
q

t u t N T
 (34) 

Здесь функции   , i i iu t  задаются неявным образом в уравнениях 
(28) для различных подсистем 1, , .i m  Точное вычисление довери-
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тельной границы q qt t d  для гарантированного срока службы систе-
мы на основе уравнений (34), (28) является достаточно сложным вслед-
ствие неявного задания функций ,  ,i iu t  1, , .i m  Тем не менее из 
асимптотической формулы (29) для с ,P d t  нетрудно получить соответ-
ствующее приближенное асимптотическое (при 1q ) выражение для 

q qt t d  вида 

 1 1/1

,

/

1 ,
min 1   Δ 1 1 .ii

i

nn
i j jq i m j B

t n q D N T o  (35) 

Из выражений (29) и (35) можно получить доверительные границы пока-
зателей надежности — функции надежности системы cP t  и гарантиро-
ванного срока службы .qt  Кроме того, эти выражения позволяют по 
крайней мере на качественном уровне видеть аналитическую зависи-
мость доверительных границ этих показателей от таких факторов, как 
наблюдаемое на испытаниях число отказов, объемы испытаний элемен-
тов и кратность резервирования в подсистемах. 

Заключение. Для модели системы с резервированием разнотипными 
элементами в различных подсистемах  решена задача по определению 
нижних доверительных границ (по результатам испытаний элементов 
системы) для таких основных показателей, как вероятность безотказной 
работы (функция надежности) системы в течение заданного времени t,  
а также гарантированное время безотказной работы (q-процентный  
ресурс) системы. Получены приближенные (для случая высокой надеж-
ности) аналитические выражения для доверительных оценок основных 
показателей, на основе которых может исследоваться зависимость от 
входных параметров модели. Существенный интерес с позиции прило-
жений также представляет дальнейшее обобщение результатов на модели 
систем с более сложной структурой и для более общих режимов резерви-
рования. 
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Abstract Keywords 
The paper focuses on the problem of confidence 
estimation of reliability indicators for a system model 
with loaded redundancy of elements of various sub-
systems. The lower confidence limits are constructed 
for the system reliability function, as well as for the 
indicator associated with it, the indicator having a given 
guaranteed level of the system uptime, i.e., its gamma-
percentile life. Within the research, we obtained 
approximate asymptotic — for the case of high 
reliability — expressions for confidence estimates 
of these basic indicators of system reliability. Rather 
simple approximate analytical calculation formulas 
based on these asymptotic expressions are given for the 
lower confidence boundary of the system reliability 
function and a similar confidence boundary for the 
guaranteed system life 
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