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Aннотация Ключевые слова 
Сформулирована задача о сопряженном (совмест-
ном) теплопереносе между теплогазодинамиче-
ским пограничным слоем и анизотропной полосой 
в условиях аэродинамического нагрева летатель-
ных аппаратов. При допущении о несжимаемом 
течении, имеющем место в ударном слое за прямой 
частью ударной волны, получено новое аналитиче-
ское решение для компонентов вектора скорости, 
распределения температуры и тепловых потоков 
в пограничном слое. Полученные тепловые потоки 
на границе сопряжения между газом и телом 
включены в качестве граничных условий в задачу 
анизотропной теплопроводности в теле. Приведе-
но аналитическое решение второй начально-
краевой задачи теплопроводности в анизотропной 
полосе с произвольными граничными условиями 
на границах, причем на границе сопряжения ис-
пользованы тепловые потоки, полученные при 
решении задачи теплового пограничного слоя. 
Аналитическое решение сопряженной задачи теп-
лообмена между пограничным слоем и анизотроп-
ным телом можно эффективно использовать для 
регулировки (например, уменьшения) тепловых 
потоков от газа к телу, если материал полосы вы-
брать таким, что продольный компонент тензора 
теплопроводности во много раз превышает попе-
речный компонент тензора теплопроводности. 
Такая регулировка возможна за счет повышения 
температуры тела в продольном направлении, 
а, следовательно, уменьшения теплового потока 
от газа к телу, а также за счет благоприятного из-
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Введение. При решении задач сопряженного теплопереноса между вяз-
кими пристенными течениями и обтекаемыми телами в условиях аэро-
динамического нагрева летательных аппаратов (ЛА) приходится преодо-
левать значительные трудности. Эти трудности связаны, прежде всего,  
с определением граничных условий на границе сопряжения газ–твердое 
тело [1–6], поскольку в сопряженных средах решаются задачи, имеющие 
разную физическую природу и описываемые различными уравнениями  
в частных производных. Проблема усложняется, если обтекаемое тело 
обладает анизотропией свойств теплопереноса, так как уравнения анизо-
тропной теплопроводности содержат смешанные производные, для ана-
литического решения которых можно использовать только методы инте-
гральных преобразований и только для областей, у которых хотя бы одна 
из границ устремлена в бесконечность [7–12]. 

Система уравнений газодинамического пограничного слоя суще-
ственно нелинейна, поэтому для ее решения применяют в основном чис-
ленные методы [6]. Однако при упрощающих предположениях, в частно-
сти о несжимаемости течения в ударном слое на затупленных телах, 
можно получить приближенно-аналитическое решение для определения 
тепловых потоков к телу, которые в качестве граничных условий исполь-
зуются в задаче теплопроводности [13, 14]. 

Получено приближенно-аналитическое решение системы уравнений 
теплового пограничного слоя в целях определения тепловых потоков  
к телу, которые используются затем в качестве граничных условий для 
аналитического решения задачи теплопроводности в анизотропной по-
лосе. В результате решены сопряженная задача теплообмена в погранич-
ном слое и задача теплопроводности в анизотропной полосе, причем  
в качестве граничных условий использована непрерывность тепловых 
потоков и температуры на границе сопряжения газ–твердое тело. 

Неизвестным параметром сопряжения является температура грани-
цы газ–твердое тело, через который определяются все газодинамические 
функции, а также распределения температуры в анизотропной полосе. 
Указанная температура определяется из условия непрерывности тепло-
вых потоков на границе сопряжения. 
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Постановка задачи. Рассмотрим задачу о сопряженном теплообмене 
при обтекании окрестности критической точки затупленной анизотроп-
ной полосы (рис. 1). По характеристикам набегающего потока (скорости 

н,V  высоте ,H  числу Маха нΜ )  необходимо определить теплогазодина-
мические характеристики несжимаемого пограничного слоя и тепловые 
потоки к телу. Используя указанные характеристики в качестве гранич-
ных условий на границе сопряжения газ–твердое тело, требуется решить 
задачу теплопроводности в анизотропной полосе. 

 Рис. 1. Расчетная схема: 
1 — ударная волна; 2 — пограничный слой; 3 — анизотропная полоса;  

O — критическая точка 
 
Начало O  системы координат Oxy находится на границе газ–твердое 

тело, причем ось Ox  направлена вдоль этой границы, ось Oy  — внутрь 
пограничного слоя, ось sOy  — внутрь анизотропной полосы толщиной 
,l  ,O  O  — главные оси тензора теплопроводности, ориентированные 

относительно оси Ox  углом .  
Основным является предположение о квазистационарности (стацио-

нарности в каждый момент времени) пограничности слоя, а теплопровод-
ность в анизотропной полосе полагается нестационарной. Кроме того, тече-
ние симметрично относительно оси ,Oy  а теплопроводности в полосе нет. 

Система уравнений динамического и теплового пограничных слоев 
относительно компонентов , ,u x y  ,v x y  вектора скорости, темпера-
туры , ,T x y  плотности , ,x y  давления p x  имеет вид [3, 6, 10]: 

 0,u v
x y

 0 ,y x  ;x  (1) 

 ,u u dp uu v T
x y dx y y

 0 ,y x  ;x  (2) 
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При 0:x  

 0, 0;u y  00, 0 ;p p  (8) 

 / 0edp dx  при .x  (9) 

Здесь 0p  — давление торможения; Pr  — число Прандтля, Ρr / ;pc   

I — энтальпия газа, 2
н / 2.рI C T u  Индекс «w» обозначает границу газ–

твердое тело 0,y  «е» — границу пограничного слоя. 
Задача теплопроводности в анизотропной полосе по определению 

функции , ,T x y t  рассматривается с граничными условиями второго 
рода, причем на границе 0sy  тепловой поток 0/w yq T y  под-

водится от пограничного слоя: 

 
2 2 2

11 12 222 22 ,T T T Tc
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y x y

x y y t
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    0 0, , , ,
ss wy yT x y T x y t T x  ,x  0,sy y  0;t   (12) 
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 11 22 0,
sy l

T T
x y

 ,x  ,sy l  0;t  (13) 

 , , 0 0,sT x y  ,x  0 ,sy l  0;t  (14) 

 
, , , ,

, , 0, 0, 0,

, 0 , 0.

s s
s

s

T y t T y t
T y t

x y
x y l t

    (15) 

Полагаем газ совершенным, уравнение состояния газа удовлетворяет 
уравнению Клапейрона — Менделеева (5), толщины динамического ( ( ))x  
и теплового Г( ( ))x  пограничных слоев равными (число Pr 1),  вязкость  
и теплопроводность газа определяем по формуле Сезерленда [15]. 

Метод решения. Выразим производную /u x  в левой части урав-
нения сохранения импульса (2) из уравнения неразрывности (1) для не-
сжимаемого газа const ,  получим уравнение 

 2 .eu u dp uv
y y dx y y

 

Проинтегрировав это уравнение дважды по переменной y  при сделан-
ных предположениях, а также полагая const,wT T  приходим  
к выражению (индекс «ср» обозначает усреднение по толщине погранич-
ного слоя): 

 
2

1 2cp cp2 ,
2

e
w

dp yu y u y u C x y C x
dx

 (16) 

в котором 1C x  и 2C x  определяются из краевых условий. 
При 0:y  , 0 0u x  2 0.C x  При :ey  , ,eu x u x  

 1 cp .
2

e e
w

dp uC x uv
dx

 

С учетом этих соотношений и (16) определяем продольный компо-
нент ,u x y  скорости 

 21, .
2

e e

w

dp uu x y y y y
dx

 (17) 

Поперечный компонент вектора скорости можно найти из уравнения 
неразрывности (1) для несжимаемого течения 
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 u
x y

 (18) 

с граничным условием 

 , 0 0.v x  (19) 

Подставив в (18) распределение продольной скорости (17) и проинте-
грировав полученное выражение по переменной y  с учетом условия (19), 
запишем 

 
2 3 2

2
2

1, .
2 3 2 2

e e

w

d p y du yv x y y
dxdx

 

Здесь производная /edu dx  определяется из уравнения Бернулли в форме 
(3) и в форме 2

0/ 2 :e e ep u p  

 
0

1
2

e e

e e

du dp
dx dxp p

 (20) 

так, что 

 
2 3 2

2
2

0

1 1, .
2 3 2 22

e e

w e e

d p y dp yv x y y
dxdx p p

 (21) 

Для уточнения продольного ,u x y  и поперечного ,v x y  компо-
нентов вектора скорости выражения (17), выражение (21) можно подста-
вить в левую часть уравнения (2) и в производную /u x  уравнения (1). 

При сделанных предположениях проинтегрируем уравнение сохра-
нения энергии (4) по переменной ,y  полагая, что производная /I x  
слабо зависит от переменной ,y  получаем 

 
Pr Pr

2
1cp cp

11 .
2

w wI I uu y v I D x
x y y

 

Полученное выражение проинтегрируем еще один раз по переменной y: 

 
Pr

2
2

1 2cp cp
0

,
2 2

y
w wI yu v Idy I ku D x y D x

x
 (22) 

где Pr1 1/ 0, 4k  (при Pr 0, 71).  
При 0:y  

 0,u  , 0 wI x I x , 2 .
Pr

w
wD x I  
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При :y  

 ,eu u  ,eI I  

 
2 cp cp

1
0
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Pr 2 2

w e w w e eu vI I u ID x Idy
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Подставляя 1 ,D x  2D x  в (22), получаем 

 
2

20, 2
Pr Pr

w w e w e
w w

I I uI I y y u  

 
2 2

cp cp
0 0

1 1 .
2 2

y
eI I yu y v Idy Idy

x x
  (23) 

Оценим в (23) члены, стоящие в правой части относительно толщины 
пограничного слоя ,  для чего вычислим cpu  и cp,v  использовав 
выражения (17) и (21): 

 
2

cpcp
0

1 ;
12 2

cp cp ee

e w

udpu u y dy
dx
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0
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Тогда в (23) 
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Таким образом, члены в правой части (23) имеют порядок квадрата тол-
щины пограничного слоя, и в первом приближении ими можно прене-
бречь, т. е. 

 ,
Pr Pr

e ww w
w

I x I xI x y I x y  

 
2

20, 2 , 0,e
w

u x y u x y  
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отсюда 

 
2

2, 0, 2 Pr , .e w e
w

I x I x u xI x y I x y y u x y
x x

 (24) 

Продифференцировав (24) по переменной y, затем приняв 0y  
, 0u x y  и умножив полученное выражение на теплопроводность 

газа при температуре стенки ,w  получим 

 
2

0, 2 .e w e
w w w w

w

T x T x u xTq x
y

 

Поскольку 2
0

2 ,e e
e

u x p p x  то 

 0, 4w e w
w w w o e

ew

T x T xTq x p p x
y x x x

  

 0, 4 .w ew w
w o e

e

T xT x p p x
x x x x

 (25) 

Для решения сопряженных задач необходимо тепловые потоки в 
форме (25) подставить в аналитическое решение задачи анизотропной 
теплопроводности (10)–(15). 

Решение второй начально-краевой задачи теплопроводности в ани-
зотропной полосе впервые получено авторами настоящей работы мето-
дом функции Грина и приведено в [15]. В связи с этим здесь оно приво-
дится без вывода. При нулевом тепловом потоке на внутренней границе 
полосы sy l  2 0q  это решение имеет вид 

 
2 2

2
122 0

1, , 1 2 cos exp
2

t
s

s
k

l y kT x y t k t
l ll

 

 
1

1

2
exp .

4 //

l
w s

l

q y x d d
tt

  (26) 

Здесь wq x  — тепловой поток, определяемый выражением (25), 
0,wq x  а вне слоя 0;wq x  1l  — расстояние от критической точки 

0;x  12 22;  2 2 211 22 12 22 22;  22/ .c  
Компоненты тензора теплопроводности анизотропной полосы опре-

деляются соотношениями [15]: 
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 2 2
11 cos sin ;  

 2 2
22 sin cos ;   

 12 21 sin cos ,  
где ,   — главные компоненты тензора теплопроводности, действу-
ющие в направлении главных осей ,O  ,O  ориентируемых относитель-
но оси Ox  углом  (см. рис. 1). 

Осталось подставить в (26) либо тепловой поток wq x  (25), тогда 
получим неоднородное интегральное уравнение Фредгольма второго ро-
да относительно температуры ,wT x  либо температуру wT x  из (25) — 
в левую часть функции (26), тогда получим уравнение Фредгольма второ-
го рода относительно теплового потока .wq x  

Подставим (25) в (26) вместо wq  и запишем 

 2 2

2
122 0

, ,

1 1 2 1 cos exp
2

s

t
k s

sk

T x y t

l y kk t
y ll

 

 
1

1
0

0, 4l
w ew w

w e
el

TT p p  

 
2

exp / .
4 /

sy x t d d
t

 (27) 

Интегральное уравнение Фредгольма второго рода (27) решается 
итерационным методом. Это решение в замкнутой форме (одна функция) 
является решением сопряженной задачи (1)–(15) теплообмена между 
температурным газодинамическим пограничным слоем и анизотропной 
полосой. 

Результаты численного решения. Разработанный метод решения со-
пряженных задач пограничного слоя и теплопроводности апробируем на 
простейшей задаче обтекания окрестности критической точки затупленно-
го по радиусу 0 0, 05R  м конуса (клина) с углом полураствора 0 10   
за прямой частью ударной волны, где скорость дозвуковая (течение не-
сжимаемое). Скорость набегающего потока н 3000V  м/с н(Μ 10),  теп-
лофизические характеристики набегающего потока н( ,  н,T  н,a  н,p  н,  

н) приняты, согласно Международной стандартной атмосфере, для вы-
соты 12 000H   м. 
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Динамическая вязкость и теплопроводность газа определялись по 
формуле Сезерленда [15]: 

 
3/2

н

н н н

110 .
110

w w w

w

T T
T T

  

На внешней границе пограничного слоя газодинамические характе-
ристики ( ),eT x  ( ),e x  ( )eu x  рассчитываются по давлению газа ( ),ep x  ко-
торое на затупленных по сфере конических телах определяется по интер-
поляционным формулам [15]: 

 

2 60 0

0 0 0 0 0

( ) (1 1,17 sin 0, 225 sin ), ;
2

( ) ln( ) , | | ,
2 2

e

e

p p

p x p A x B C R x R L
  (28) 

где 0/ ;x R  0,028904,A  1,238331,B  0,017189C  для угла полу-
раствора 0 10 ; L  — длина хвостовой части клина. 

С использованием (28) температура eT x  и плотность e x  опре-
деляются из соотношений 

 

1

0 0
;

k
ke eT x p x

T p
   

1/

0 0
,

k
e ex p x

p
  

а скорость eu x  — из уравнения Бернулли ,e e
e e

du dpp u
dx dx

 

0 02
x R L  [15]: 

 
1 11/0

0
0

2 ( ( )) .
1

k kk
k ke e

k pu x p p x
k

  

Распределение относительных (отнесенных к характеристикам тор-
можения) газодинамических характеристик 0( )/ ,e ep p x p  0( ) / ,e eT T x T  

0( ) /e e x  приведено на рис. 2, а, распределение скорости ( )eu x   
на внешней границе пограничного слоя — на рис. 2, б. 

Полоса толщиной 0, 005l  м в расчетах принималась металличе-
ской (с очень большой теплопроводностью), так что тепловой поток, 
вычисляемый по (25), весь идет на повышение во времени температуры 
полосы: 
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  0 в

0

,0, 4, ( ) ( ) ;

, 0 ,

w e ww w
w s

e

w w

T x T x tT x t p p x c l
x x x x t

T x T
 (29) 

где 0 300wT  K; 310sс  Дж/(кг∙K) — теплоемкость металла; s  
4000   кг/м3 — плотность металла. 

 
Рис. 2. Распределения относительных газодинамических характеристик (а)  

и скорости (б) на внешней границе пограничного слоя 
 
Решением начальной задачи (29) является функция 

 0, exp .
( )w w

s

B At BT x t T
A c l A

 

Здесь  

 ;wA
x

 0 в
0, 4 .w ew

e

T xB p p x
x x x

 

Распределение теплового потока приведено на рис. 3, а, распределе-
ние температуры металлической полосы вдоль оси Ox  в различные мо-
менты времени — на рис. 3, б. В условиях квазистационарного погранич-
ного слоя полоса нагревается в течение времени довольно интенсивно. 

Заключение. Рассмотрена задача о сопряженном теплопереносе между 
высокотемпературным газодинамическим пограничным слоем и анизо-
тропной полосой с тензором теплопроводности в общей форме. Для не-
сжимаемого пограничного слоя в окрестности критической точки затуп-
ленного клина получено аналитическое решение по определению компо-
нентов вектора скорости, плотности, температуры, тепловых потоков 
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к анизотропной полосе. Получено аналитическое решение задачи для 
анизотропной полосы с произвольными тепловыми потоками на грани-
цах. В замкнутой форме в виде интегрального уравнения Фредгольма 
второго рода найдено решение всей комплексной проблемы сопряжен-
ного теплообмена. Численная реализация подтверждает адекватность ма-
тематического моделирования и метода решения. 
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Abstract Keywords 
The paper focuses on the problem of conjugate heat 
transfer between the thermal-gas-dynamic boundary 
layer and the anisotropic strip in conditions of 
aerodynamic heating of aircraft. Under the assumption 
of an incompressible flow which takes place in the 
shock layer behind the direct part of the shock wave, we 
found a new analytical solution for the components 
of the velocity vector, temperature distribution, and 
heat fluxes in the boundary layer. The obtained heat 
fluxes at the interface between the gas and the body are 
included as boundary conditions in the problem of 
anisotropic heat conduction in the body. The study 
introduces an analytical solution to the second initial-
boundary value problem of heat conduction in an 
anisotropic strip with arbitrary boundary conditions at 
the interfaces, with heat fluxes which are obtained by 
solving the problem of a thermal boundary layer used at 
the interface. An analytical solution to the conjugate 
problem of heat transfer between a boundary layer and 
an anisotropic body can be effectively used to control, 
e.g. to reduce, heat fluxes from the gas to the body if the 
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strip material chosen is such that the longitudinal 
component of the thermal conductivity tensor is many 
times larger than the transverse component of the 
thermal conductivity tensor. Such adjustment is 
possible due to an increase in body temperature in the 
longitudinal direction, and, consequently, a decrease in 
the heat flow from the gas to the body, as well as due to 
a favorable change in the physical characteristics of the 
gas. Results of numerical experiments are obtained and 
analyzed 
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