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Аннотация Ключевые слова 
Представлены результаты разработки трехмерной 
гибридной модели бесстолкновительного взаимодей-
ствия плазменных потоков. В рамках указанной моде-
ли ионы рассмотрены кинетическим образом (модели-
руются в виде набора отдельных частиц), электроны 
описаны в рамках подхода механики сплошной среды 
(моделируются жидкостью). Приведена система урав-
нений математической модели, а также физические 
условия ее применимости. Система уравнений включа-
ет в себя уравнения движения ионов в электромагнит-
ных полях, уравнение квазинейтральности, уравнения 
для расчета полной плотности тока, уравнения Макс-
велла в безызлучательном приближении, обобщенный 
закон Ома. Изложен численный метод решения урав-
нений гибридной модели. Описан алгоритм решения 
системы уравнений по времени. Особое внимание 
уделено численному методу решения уравнения ин-
дукции, учитывающему возможность возникновения 
разрывных решений, а также сохраняющему условие 
бездивергентности магнитного поля. Обсуждаются 
вопросы, связанные с повышением порядка точности 
аппроксимации по пространству численной схемы 
решения уравнения индукции. Представлены резуль-
таты численного моделирования бесстолкновительно-
го расширения плазменного облака в разреженный 
ионизованный газ в присутствии внешнего магнитного 
поля, полученные с использованием созданного ком-
пьютерного кода, реализующего описанную гибридную 
модель. Продемонстрированы некоторые численные 
свойства созданной компьютерной модели, в частно-
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сти влияние порядка точности аппроксимации чис-
ленной схемы решения уравнения индукции на резуль-
таты численного моделирования
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Введение. Некоторые физические явления, возникающие в лаборатор-
ных экспериментах или космическом пространстве, реализуются в ре-
зультате взаимодействия плазменных потоков. Особый интерес пред-
ставляют плазменные потоки с редкими столкновениями, которые воз-
никают в лабораторных установках для магнитного или инерциального 
удержания плазмы [1], в лабораторных экспериментах по созданию бес-
столкновительных ударных волн [2, 3], в процессе взаимодействия сол-
нечного ветра с магнитосферой планет Солнечной системы [4−8], в ре-
зультате взрывов и формирования остатков сверхновых [9, 10], в актив-
ных экспериментах [11]. 

Такие взаимодействия плазменных потоков можно моделировать с ис-
пользованием кинетических, гидрокинетических (гибридных) и магнито-
гидродинамических (МГД) подходов [8, 12−15]. МГД-модели используют 
гидродинамическое описание ионов и электронов, в рамках гибридных мо-
делей ионы описываются кинетически, а электроны — в виде жидкости, 
полностью кинетические модели моделируют динамику ионов и электро-
нов как отдельных частиц. Каждая модель характеризуется определенными 
временными и пространственными масштабами. МГД-модели позволяют 
описывать относительно медленные и крупномасштабные жидкостные 
процессы. Гибридные модели позволяют изучать процессы на временном 
масштабе порядка ионной циклотронной частоты и пространственном 
масштабе порядка ионного радиуса Лармора. Кинетические модели дают 
возможность моделировать явления с характерным временным масштабом 
порядка плазменной частоты и электронной циклотронной частоты и ха-
рактерным пространственным масштабом порядка электронного радиуса 
Лармора. 

В работе приведены результаты разработки компьютерного кода, ко-
торый реализует трехмерную гибридную модель. Приведены и проанали-
зированы результаты численного моделирования расширения плазмен-
ного облака в разреженную замагниченную фоновую плазму. Продемон-
стрированы некоторые свойства разработанного компьютерного кода. 

Уравнения трехмерной гибридной модели. В рамках гибридной мо-
дели, предложенной в работе, электроны рассматриваются как жидкость, 
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а ионы — как отдельные частицы (т. е. кинетическим образом). Условия 
применимости гибридной модели можно сформулировать в виде выра-
жений [1]: 

 1,  ,  ,  , .i e ci c
mL r L r L r

n q B
 

Здесь ,i  e  — длины свободного пробега ионов и электронов; ,cir  cer  — 
ионный и электронный радиусы Лармора; L  — характеристический про-
странственный масштаб изучаемого явления. 

В соответствии с гибридной моделью плазма полагается квазиней-
тральной: 

 
1

0,
sN

k k e e
k

q n n q  (1) 

где ,kq  kn  — заряд и плотность числа ионных компонентов; en  — плот-
ность числа электронов. Суммирование в выражении (1) выполняется по 
ионным компонентам .k  Важно проверять применимость этого предпо-
ложения для каждой решаемой задачи. Для того чтобы это сделать, необ-
ходимо оценить радиус Дебая d  и сравнить его с .L  Предположение 
справедливо, если .d L  Поскольку ионы в рамках гибридной модели 
рассматриваются кинетически, для них формулируется кинетическое 
уравнение Власова — Максвелла: 

 0.k k k

k

f f F f
t x M

 

Здесь kf  — функция распределения для k-й ионной компоненты; kM  — 
масса ионов сорта ;k F  — сила Лоренца. Для решения этого уравнения 
используется метод частиц в ячейке (particle-in-cell, PIC) [16, 17]. В соот-
ветствии с этим методом ионы плазмы моделируются макрочастицами. 
Для каждой макрочастицы решаются уравнения движения 

 
,
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Здесь ,klx  kl  — координаты и скорости макроиона l  сорта ;k  kZ  — за-
рядовое число ионов сорта ;k  ,E  B  — электрическое и магнитное поля. 

Электромагнитные поля рассчитываются с использованием закона 
Ампера в приближении Дарвина (неизлучающее приближение, в рамках 
которого пренебрегается током смещения) и уравнения индукции (закон 
Фарадея) [1]: 
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 4 1 rot ;  rot 0,BB J E
c c t

 (3) 

где J  — полная плотность тока в системе. Уравнение для расчета полной 
плотности тока имеет вид 

 
1

,  ,  .
sN

k ek k ee i ext i e
k

J J J J J Z en U J en U  (4) 

Здесь iJ  — плотность ионного тока; eJ  — плотность тока электронов; 

extJ  — внешние токи в системе; kU  — среднемассовая скорость ионов 
сорта ;k  eU  — среднемассовая скорость электронов. Суммирование  
в выражении для плотности тока ионов выполняется по сортам ионов .k  

Уравнение для электрического поля получается в результате исполь-
зования уравнения сохранения ионного импульса, уравнения сохранения 
импульса для электронов, закона Ампера и закона Фарадея [1]: 
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Здесь m  — масса электрона; ,eR  kR  — слагаемые, описывающие среднее 
изменение импульса частиц данного сорта в результате столкновений  
с другими частицами; kK  — тензор кинетической энергии ионов. Это 
уравнение сформулировано в предположении о конечности массы элек-
трона. Его можно упростить, если учесть, что .km M  Если умножить 
это уравнение на m  и перейти к пределу / 0,m M  то получим 
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Применяя закон Ампера к выражению в квадратных скобках, можно 
получить 
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Учитывая уравнение для 2 ,pe  окончательное выражение принимает 
вид 
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Здесь ep  — давление электронного газа; e  — тензор вязких напряже-
ний [1]. В простейшем случае это уравнение можно записать следующим 
образом (в системе единиц СИ с учетом выражения для электронного то-
ка из (4) и пренебрежении вторым, третьим и четвертым слагаемыми  
в правой части): 

 , .eE U B  (5) 

К системе уравнений (1)−(5) можно добавить уравнение для давления 
газа электронов в виде [1]: 
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Однако в настоящей работе это уравнение в модель не включалось. 
Таким образом, система уравнений гибридной модели, рассмотрен-

ная в работе (в системе единиц СИ), имеет вид: 
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Система уравнений (6) получена с учетом следующих допущений: 
– выполняется условие квазинейтральности; 
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 – масса электронов полагается равной нулю; 
– уравнения Максвелла формулируются в рамках безызлучательного 

(Дарвина) приближения. 
Численный метод. Вычислительный алгоритм решения системы 

уравнений (6) следующий [18, 19]: 
  уравнения движения макроионов решаются с использованием ме-

тода Бориса [20]; 
  на основе решения уравнений движения вычисляются плотность 

числа ионов и их среднемассовая скорость с использованием взвешива-
ния макрочастиц на сетку [16, 17]; в случае структурированных расчет-
ных сеток используется весовая функция PIC; 

 – в соответствии с законом Ампера вычисляется полная плотность 
тока; 

 – на основе полной плотности тока, плотности числа ионов и сред-
немассовой скорости ионов вычисляется плотность тока электронов; 

 – с использованием условия квазинейтральности и плотности числа 
ионов рассчитывается плотность числа электронов; 

 – на основе плотности числа электронов и электронной плотности 
тока определяется среднемассовая скорость электронов; 

 – с использованием значений среднемассовой скорости электронов  
и индукции магнитного поля вычисляется электрическое поле и с ис-
пользованием закона Фарадея пересчитывается магнитное поле. 

Гибридная модель реализована с использованием структурированной 
декартовой сетки. Как указано выше, уравнения движения макроионов 
решаются с использованием алгоритма Бориса, включающего в себя кор-
рекцию фазового угла [20, 21]. Электрическое и магнитное поля, исполь-
зуемые для вычисления силы Лоренца, интерполируются из узлов сетки  
к положению частицы на основе выражений [16]: 

 
( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ).

p p n n
n

p p n n
n

E r W r r E r

B r W r r B r
 (7) 

Здесь nr  — вектор координат узла сетки ;n  pr  — вектор координат ча-
стицы ;p  W  — весовая функция [16], 
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Здесь H  — длина пространственного шага сетки в соответствующем 
направлении. Суммирование в выражениях (7) выполняется по узлам, 
для которых ( ) 0.p nW r r  

В соответствии с методом PIC для ионов сорта k  плотность числа ча-
стиц k  и плотность тока ikJ  вычисляются  по выражениям [16]: 

 

1( ) ( );

1( ) ( ).

k n p p n
n p

ik n p p p n
n p

r q W r r
V

J r q W r r
V

 (9) 

Здесь nV  — объем, связанный с узлом .n  Суммирование выполняется по 
всем макроионам p  сорта ,k  для которых ( ) 0.p nW r r  

Необходимо подробно обсудить численную схему для уравнения ин-
дукции ввиду двух важных требований, накладываемых свойствами ре-
шения системы (6). Первое — требование бездивергентности магнитного 
поля в любой момент времени. Некорректное построение численной 
схемы для уравнения индукции ведет к нарушению этого условия [18]. 
Второе требование состоит в том, что следует учитывать возможность 
возникновения бесстолкновительных ударных волн (разрывных реше-
ний) в решении системы (6). Согласно теории численных методов, в слу-
чае методов повышенного порядка точности (выше первого) возможно 
наличие нефизических осцилляций в решениях, содержащих ударные 
волны, в том случае, если метод разработан без учета этих особенностей 
решения. Для удовлетворения указанных требований уравнение индук-
ции решается в виде 

 rot , .e
B U B
t

 (10) 

В настоящей работе первое требование удовлетворяется путем ис-
пользования метода ограниченного переноса [22]. В соответствии с этим 
методом компоненты магнитного поля приписываются граням гекса-
эдральных элементов сетки ( xB  соответствует x-грани, т. е. грани с нор-
малью (1, 0, 0),n  yB  — y-грани, zB  — z-грани, рис. 1). Введем вектор 

,eA U B  или покомпонентно: 

 
;
;
.

x y z z y

y z x x z

z x y y x

A U B U B
A U B U B
A U B U B

 (11) 
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Рис. 1. Иллюстрация к методу ограниченного переноса 

Следует отметить, что различные компоненты вектора A  относятся  
к различным пространственным точкам, например компонента xA  отно-
сится к x-ребру (ребро, коллинеарное с x-направлением). Интегриро-
вание уравнения на соответствующую компоненту магнитного поля (10)  
по соответствующей грани гексаэдральной ячейки и применение теоре-
мы Стокса к правой части получившегося интеграла приводят к выра-
жению 

 .
S S

BdS A dl
t

 (12) 

Если компоненты магнитного поля приписаны центрам граней ячей-
ки, а компоненты вектора A  вычисляются в центрах ребер ячейки,  
то возможно вычислить интеграл, записанный выше и получить числен-
ную схему для уравнения (10). 

Необходимо указать способ вычисления компоненты вектора .A  Для 
этого требуется вычислить значения eU  и B  в центрах ячеек (в случае 
численной схемы первого порядка точности) или восстановить значения 

eU  и B  внутри ячейки относительно ее центра (в случае численной схе-
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мы повышенного порядка точности). Отметим, что необходимо исполь-
зовать особую форму восстановления компонент вектора магнитного  
поля для того, чтобы удовлетворить ограничению div 0.B  В этой реа-
лизации гибридной модели достигается второй порядок точности  
по пространству путем использования TVD-восстановления eU  и безди-
вергентного TVD-восстановления магнитного поля B  [23]. 

Для определенности рассмотрим z-грань (верхнюю грань ячейки, 
ориентированную нормалью (0, 0,1)n , см. рис. 1). Остальные грани мо-
гут быть рассмотрены аналогичным способом. Для того чтобы рассчитать 
компоненту ,zB  ассоциированную с этой гранью в соответствии с (12), 
необходимо вычислить компоненты xA  и .yA  Следует отметить, что 
компонента xA  соотнесена с x-ребром, а компонента yA  — с y-ребром. 
Для реализации схемы против потока при расчете компонент xA  и yA  
можно использовать различные подходы. Один из них заключается  
в расчете векторов B  и eU  в центре каждой расчетной ячейки и после-
дующем переносе компонент вектора B  в соответствии со знаком опре-
деленных компонент скорости eU  в центры граней расчетных ячеек. Для 
расчета значений xA  и yA  на ребрах необходимо выполнить усреднение 
по соответствующим соседним граням. Этот подход гарантирует отсут-
ствие нефизических осцилляций в численном решении, которое содер-
жит ударные волны и выполнение второго требования, сформулирован-
ного выше. 

Далее следует обсудить вопрос решения системы уравнений во вре-
мени [19]. Предположим, что координаты макроионов ,n

ix  электриче-
ские nE  и магнитные nB  поля известны в момент времени ,n  а скорости 

1/2n
i  в момент времени 1/ 2.n  Сперва скорости и положения частиц 

рассчитываются в момент времени 1/ 2n  и 1n  соответственно с ис-
пользованием метода с перешагиванием, реализованного с помощью ал-
горитма Бориса [20]: 

 
1/2 1/2

1 1/2

, ,

.

in n n n n
i i i

i
n n n
i i i

q E B t
m

x x t
 (13) 

Положения макрочастиц в момент времени 1/ 2n  определяются  
на основе 1n

ix  и .n
ix  С использованием выражений (8) и (9) на основе 

1/2n
i  и 1/2n

ix  можно рассчитать 1/2n
i  и 1/2.n

iJ  Зная nE  (или neU ) можно 
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вычислить магнитное поле в момент времени 1/ 2n  с использованием ме-
тода ограниченного переноса и схемы против потока, описанных выше: 

 1/2 rot .
2

n n ntB B E  (14) 

На основе 1/2n
i , 1/2n

iJ  и 1/2nB  в соответствии с законом Ампера  
и выражениями (4) и (5) рассчитываются 1/2neU  и 1/2.nE  Зная 1/2,nE  
можно рассчитать 
 1 1/2rot .n n nB B t E   

Последняя величина, которую необходимо вычислить, 1.nE  Для это-
го необходимо знание значений 1neU  или, что эквивалентно, 1n

i  и 1n
iJ  

(величина полной плотности тока J  может быть рассчитана на основе 
1nB  с использованием закона Ампера). Величину 1n

i  можно опреде-
лить, так как известны координаты макроионов в момент времени 1,n  
рассчитанные с использованием (13). Для расчета 1n

iJ  необходимо вы-
числить скорости макроионов в момент времени 1n  по формулам 

 

1/2 1/2

1 1/2 1/2 1/2

0, 5 ;

, .

n n n
i i i

in n n n n
i i i

i

q E B t
m

  

Расчет 1nE  завершает временной шаг, и весь процесс можно повто-
рить. Описанная выше вычислительная схема обладает вторым порядком 
точности по времени. 

Постановка задачи и результаты численного моделирования. Рас-
смотренная вычислительная задача сформулирована на основе данных, 
представленных в [12, 24]. В центре расчетной области, которая имеет 
форму куба с длиной ребра 200 км, помещается плазменное облако, со-
стоящее из однократно ионизованных атомов алюминия со скоростями  
в диапазоне значений 0…6·105 м/с. Масса облака 1000 кг, начальный ра-
диус 2 км. Плазменное облако расширяется в фоновую плазму, состоя-
щую из однократно ионизованных атомов кислорода. Плотность фоно-
вой плазмы 5,2·10−16 г/см3. Вся система помещена в магнитное поле zB  = 
= 5·10−5 Тл. Для рассмотренных параметров альфеновское число Маха 9,7. 
Радиус магнитного торможения 292,6 км, радиус газодинамического тор-
можения 77,1 км. Характеристики взаимодействующих плазменных об-
разований, приведенные выше, приблизительно соответствуют парамет-
рам натурных экспериментов типа Аргус [24]. 
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Для численного моделирования процесса расширения использовалась 
структурированная гексаэдральная сетка. Число ячеек 100 × 100 × 100. Шаг 
сетки 2 км. Шаг по времени  = 3,2·10–5 с. Изначально в каждую ячейку по-
мещалось 10 макрочастиц, моделирующих фоновую плазму. Плазменное 
облако описывалось с использованием ~1,4 млн макрочастиц. Начальная 
скорость частиц плазменного облака распределялась линейно по радиусу 
облака. 

Результаты численного моделирования представлены ниже. Измене-
ния распределения плотности заряда [Кл/м3] в различные моменты вре-
мени приведены на рис. 2. Можно увидеть, что в процессе расширения 
формируется бесстолкновительная ударная волна. В более поздние мо-
менты времени (рис. 2, в и г) можно заметить формирование струй  
на полюсах области, возмущенной ударной волной. Направление распро-
странения струй коллинеарно направлению начального магнитного поля. 
 

 

Рис. 2. Эволюция плотности заряда в процессе расширения облака  
при t = 1,5·10−2 с (а), t  = 3,0·10−2 с (б), t  = 6,0·10−2 с (в), t  = 1,2·10−1 с (г) 
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Эволюции компоненты zB  [Тл] магнитного поля и компоненты  
xJ  [А/м2] полной плотности тока приведены на рис. 3, 4. Численные ре-

зультаты, представленные на рис. 2−4, получены с использованием чис-
ленной схемы второго порядка точности по пространству с использова-
нием ограничителя superbee, который является наименее диссипативным 
среди всех TVD-ограничителей. Следует отметить отсутствие нефизиче-
ских осцилляций в центральной части области за бесстолкновительной 
ударной волной. В процессе моделирования также контролировалась 
точность выполнения условия div 0B  путем вычисления величины 
div /B B  в каждой точке расчетной области в каждый момент времени. 

В рамках выполненных расчетов указанная величина не превышала зна-
чения 1,5·10–14. 
 

 

Рис. 3. Эволюция компоненты Bz [Тл] магнитного поля в процессе расширения 
облака при t = 1,5·10−2 с (а), t = 3,0·10−2 с (б), t = 6,0·10−2 с (в), t = 1,2·10−1 с (г) 
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Рис. 4. Эволюция компоненты Jx [А/м2] полной плотности тока в процессе 
расширения облака при t = 1,5·10−2 с (а),  t = 3,0·10−2 с (б), t  = 6,0·10−2 с (в),  

t  = 1,2·10−1 с (г) 

Одномерные распределения плотности заряда  [Кл/м3] (линии чер-
ного цвета) и компоненты zB  [Tл] магнитного поля (линии красного 
цвета) в различные моменты времени приведены на рис. 5. Распределе-
ния построены вдоль линии, проходящей центр расчетной области па-
раллельно оси .y  Сплошные кривые на рис. 5 соответствуют моменту  
времени t  = 1,5·10−2 с; штриховые — t  = 3,0·10−2 с; штрихпунктирные —  
t  = 6,0·10−2 с; штрихпунктирные с двумя точками — t  = 1,2·10−1 с.  
В наиболее позднюю фазу расширения плазмы, соответствующую момен-
ту времени t  = 1,2·10−1 с, амплитуда бесстолкновительной ударной волны 
(рассматривая значения z-компоненты магнитного поля B ) ниже, чем ее 
амплитуда в момент времени t  = 6,0·10−2 с, что указывает на начало 
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Рис. 5. Одномерные распределения плотности заряда  и z-компоненты 
магнитного поля B  в различные моменты времени 

фазы торможения расширяющейся плазмы. Радиус плазменного облака  
в момент времени t = 6,0·10−2 с составляет R  ~ 40 км, что согласуется  
с приведенной выше оценкой газодинамического радиуса торможения. 

Сравнение результатов расчетов, полученных с использованием раз-
личных численных схем для уравнения индукции, показано на рис. 6. Ли-
ниями черного цвета показано распределение плотности заряда  [Кл/м3], 
красного — zB  [Tл] магнитного поля в момент времени t  =  6,0·10−2 с. Рас-
пределения построены вдоль линии, проходящей через центр расчетной 
области параллельно оси .y  Сплошные линии соответствуют результатам 
расчетов, выполненных с использованием схемы первого порядка точности 
по пространству, штриховые — результатам расчетов, определенных с ис-
пользованием численной схемы второго порядка точности по пространству  
и ограничителя superbee, штрихпунктирные — результатам, полученным  
с использованием численной схемы второго порядка точности по про-
странству и ограничителя Барта — Джесперсена. Использование схемы 
второго порядка точности по пространству для уравнения индукции пред-
сказывает на ~20 % более высокую амплитуду бесстолкновительной удар-
ной волны, чем в случае схемы первого порядка точности. 
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Рис. 6. Сравнение одномерных распределений плотности заряда   
и z-компоненты магнитного поля ,B  полученных с использованием различных 

численных схем для уравнения индукции 
 
Следует отметить, что в процессе моделирования должен выполняться 

закон сохранения полной энергии (как сумма кинетической энергии частиц 
и энергии электромагнитного поля). В наиболее позднюю фазу расширения 
облака отношение полной энергии в системе к начальной полной энергии 
составляет 99,4 % для численной схемы первого порядка точности по про-
странству, 99,91 % для численной схемы второго порядка точности по про-
странству с ограничителем Барта — Джесперсена и 99,98 % для численной 
схемы второго порядка точности по пространству с ограничителем 
superbee. 

Заключение. Рассмотрены уравнения гибридной модели, подробно 
описаны численные методы для решения указанной системы уравнений. 
В результате разработан компьютерный код, который реализует описан-
ную гибридную модель. Представлены результаты численного моделиро-
вания расширения плазменного облака в разреженную замагниченную 
плазму при условиях, соответствующих основным параметрам натурного 
эксперимента Аргус. 

Продемонстрированы некоторые численные свойства разработанно-
го компьютерного кода. Приведена количественная оценка точности вы-
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полнения условия бездивергентности магнитного поля, а также точности 
выполнения закона сохранения полной энергии. Проанализировано вли-
яние метода решения уравнения индукции на результаты численного мо-
делирования. 
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Abstract Keywords 
The paper presents the results of developing a hybrid 
three-dimensional model of collisionless interaction in 
plasma flows. This model considers ions in kinetical 
terms (simulated as a set of individual particles) and 
describes electrons in terms of continuum mechanics 
(simulated as a fluid). We present the system of equa-
tions behind the mathematical model and the physical 
conditions limiting its applicability. The system includes 
equations describing ion motion in electromagnetic 
fields, the quasi-neutrality equation, equations for calcu-
lating the total current density, non-radiative Maxwell’s 
equations, and the generalised Ohm’s law. We outline 
a numerical method for solving our hybrid model equa-
tions and describe an algorithm for solving the system 
of equations over time. We focus on the numerical 
method for solving the induction equation, which takes 
possible discontinuous solutions into account and pre-
serves the divergence-free condition for the magnetic 
field. The paper discusses the issues of increasing the 
spatial approximation accuracy for the numerical scheme 
used to solve the induction equation. We present numer-
ical simulation results for collisionless expansion of a 
plasma cloud into a rarefied ionised gas in the presence 
of an external magnetic field. These results were obtained 
using our computer code that implements the hybrid 
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model described. The paper demonstrates some numeri-
cal properties of the digital simulation developed, specifi-
cally, how the order of accuracy for the numerical 
scheme approximation designed to solve the induction 
equation affects numerical simulation results
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