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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрены задачи восстановления и анализа сво-
бодных параметров динамических систем по косвен-
ной, приближенно заданной информации. В контек-
сте теории Косамби — Картана — Черна введено гео-
метрическое описание эволюции системы во времени. 
Для исследуемой системы определены пять геометри-
ческих инвариантов. Собственные значения второго 
инварианта дают оценку устойчивости системы 
по Якоби. Подобное исследование представляет инте-
рес в практических приложениях, где требуется иден-
тифицировать области, в которых имеют место одно-
временно устойчивость по Ляпунову и устойчивость 
по Якоби. Сформулирована обратная задача вычис-
лительной диагностики системы по заданным при-
ближенно собственным значениям второго инва-
рианта. Решение регуляризованной обратной задачи 
определено с использованием оптимизационного 
подхода. Скалярные критериальные функции пред-
полагаются непрерывными, многомерными, локально 
липшицевыми, не обязательно всюду дифференциру-
емыми. При поиске глобальных решений применены 
новые гибридные алгоритмы, интегрирующие стоха-
стические алгоритмы сканирования пространства 
переменных и детерминированная процедура локаль-
ной минимизации. Численная процедура сканиро-
вания реализована с использованием двух модифи-
цированных версий кратного алгоритма столкнове-
ния частиц (обучение с построением квазиоппозиций 
и обучение методом вращений). В фазе локального 
поиска введены двухпараметрические сглаживающие 
аппроксимации критериальных функций. Приведены 
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примеры решения задач вычислительной диагности-
ки неустойчивых по Якоби динамических систем: 
системы Лоренца и эллиптического маятника 
с управлением 
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Введение. Во многих практических исследованиях устойчивости динами-
ческих систем применяют метод Ляпунова [1]. Отдельное направление  
составляют задачи управления, например  обеспечение робастной устойчи-
вости системы, синтез оптимального управления, поиск оптимальной про-
граммы управления в заданном классе аппроксимаций [2, 3]. В общем слу-
чае конфигурационное пространство системы не является евклидовым. 
Описание динамики неголономных систем на касательных расслоениях  
и формулировка соответствующей задачи оптимального управления при-
ведены в [4]. Класс задач оптимального управления системой на римано-
вых многообразиях рассмотрен в [5]. Один из методов исследования устой-
чивости динамических систем представляет теория Косамби — Картана — 
Черна (теория ККЧ) [6]. Фундаментальным в теории ККЧ является предпо-
ложение о существовании взаимно-однозначного соответствия между  
динамической системой (автономной или неавтономной) второго порядка 
и уравнениями геодезических в ассоциированном пространстве Финс- 
лера [7]. В рамках указанной теории реализован дифференциально-
геометрический подход к вариационным дифференциальным уравнениям, 
описывающим отклонение целой траектории динамической системы  
от ближайших траекторий. При геометрическом описании, вводимом тео-
рией ККЧ, могут быть определены пять геометрических инвариантов си-
стемы. Второй инвариант (тензор кривизны отклонения) устанавливает 
оценку устойчивости системы по Якоби: соответствующий критерий 
устойчивости формулируется с использованием собственных значений 
указанного инварианта. Анализ устойчивости динамической системы  
по Якоби связан с изучением ее робастности (меры нечувствительности  
и адаптации к изменению параметров собственно системы и окружающей 
среды) [8]. Применение теории ККЧ актуально во многих практических 
приложениях, где требуется идентифицировать области, в которых одно-
временно существуют устойчивость по Ляпунову и устойчивость по Якоби. 
Подход может быть распространен на динамические системы произволь-
ной размерности [7, 8]. 

Пусть для исследуемой динамической системы, обладающей заданной 
структурой, определен тензор кривизны отклонения. Предполагается, что 
собственные значения указанного тензора не только дают оценку устойчи-
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вости системы по Якоби (в соответствии с теорией ККЧ), но также несут  
и некоторую информацию о самой системе (структура системы известна). 
Возможна постановка задачи, в которой требуется определить существен-
ные характеристики исследуемой системы по заданным собственным зна-
чениям тензора кривизны отклонения. Входные данные задачи могут быть 
получены из эксперимента посредством прямых измерений с последующей 
компьютерной обработкой. В качестве искомых могут рассматриваться, 
например, физические и геометрические характеристики системы, характе-
ристики управления и др. Формулируется задача вычислительной диагно-
стики исследуемой динамической системы, связанная с восстановлением  
и анализом существенных характеристик системы по косвенной информа-
ции, представленной конечным множеством собственных значений тензо-
ра кривизны отклонения. Методы вычислительной диагностики находят 
широкое применение, например, в индустриальных технологиях, физике  
и химии (исследования плазмы), биоинформатике [9–11]. Обратные задачи 
вычислительной диагностики относятся к классу некорректно поставлен-
ных задач, при решении которых требуется применение специальных ме-
тодов регуляризации [12]. В настоящее время методы регуляризации об-
ратных задач хорошо разработаны и продолжают совершенствоваться [13, 
14]. Одним из основных подходов к решению задач вычислительной диа-
гностики является оптимизационный, связанный с минимизацией некото-
рой критериальной функции (функции рассогласования). В практических 
условиях необходимо учитывать неполноту входной косвенной информа-
ции, зашумленность измеряемых данных, возможное наличие кратных 
собственных значений и др. [12]. Ввиду естественной ограниченности энер-
гии изменений в системе справедливо предположение о том, что отноше-
ния приращений критериальных функций к приращениям аргументов не 
превышают некоторого порога, характеризуемого константой Липшица [2]. 
В общем случае критериальные функции обратных задач являются непре-
рывными, многомерными, локально липшицевыми, многоэкстремальны-
ми, не обязательно всюду дифференцируемыми. Следовательно, для реше-
ния обратных задач вычислительной диагностики требуется применение 
алгоритмов глобальной недифференцируемой оптимизации [15]. Рассмат-
риваемый подход основан на разработке и применении математических 
моделей систем, методов определения геометрических структур и анализа 
устойчивости систем по Якоби, методов теории обратных задач, методов 
глобальной оптимизации. 

Геометрические инварианты теории Косамби — Картана — Черна. 
Предполагается, что переменные динамической системы ,   1,  2, ,  ,ix i n  
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определены на действительном гладком n-мерном многообразии ;M  каса-
тельное расслоение многообразия M  обозначается как .TM  Рассматривает-
ся открытое связное подмножество  евклидова (2n + 1)-мерного про-
странства 1R R R .n n  На подмножестве  вводится (2n + 1)-мерная си-
стема координат ( , , ),   1,  2, ,  ,i ix y t i n  где 1 2( , , , ),i nx x x x  

1 2( , , , ),  i ny y y y  
1 2

,   , ,   ,
n

i dx dx dxy
dt dt dt

 t  —  время. 

Уравнения движения лагранжевой механической системы ( , , )iM L F  
могут быть получены с использованием функции Лагранжа : RL TM   
и уравнений Эйлера — Лагранжа: 

 ,ii i
d L L F
dt y x

 ,
i

i dxy
dt

 1,  2,  ,  ,i n  (1) 

где (применительно к механическим системам) ,iF  1,  2, ,  ,i n  пред-
ставляют внешние силы. Если лагранжиан L  является регулярным, то 
уравнения (1) эквивалентны следующей системе обыкновенных (обычно 
нелинейных) дифференциальных уравнений второго порядка [6]: 

 
2

2 2 ( , , ) 0,
i

i i id x G x y t
dt

 {1,  2, , }.i n  (2) 

Здесь каждая функция ( , , )i i iG x y t  имеет класс гладкости C  в окрестно-
сти некоторых начальных условий 0 0 0(( ) ,( ) , )x y t  на  (при этом функ-
ции ( , , )i i iG x y t  определены в локальной системе координат на ).TM  
Существенно, что в случае произвольной системы дифференциальных 
уравнений второго порядка вида (2) возможно изучение траекторий си-
стемы по аналогии с траекториями уравнений Эйлера — Лагранжа [6]. 

Для несингулярных преобразований координат ККЧ-производная 

векторного поля ( )i
ix

x
 на открытом подмножестве R Rn n  

определяется в виде 

 ,
i i

i j
j

D d N
dt dt

 

где локальные коэффициенты нелинейной связности определены как 

.
i

i
j j

GN
y

 Тогда первый ККЧ-инвариант i  получается при iy  

: 2 .i i j i i
jN y G  



П.М. Шкапов, А.В. Сулимов, В.Д. Сулимов 

44 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2021. № 4 

Варьирование траекторий ( )ix t  уравнений (2) относительно бли-
жайших траекторий приводит к уравнениям в ковариантной форме [6, 7]: 

 
2

2 ,
i

i j
j

D P
dt

 (3) 

где 2 2 ;
ii ji i i i i k

j jjk kj k

NGP G G y N N
x x

 
2

.
i

i
jk j k

GG
y y

 

Уравнение (3) называется уравнением Якоби, а тензор i
jP  — вторым 

ККЧ-инвариантом (тензором кривизны отклонения). В рамках рассмат-
риваемой теории могут быть определены пять ККЧ-инвариантов иссле-
дуемой динамической системы. 

Определение [6]. Траектории системы дифференциальных уравне-
ний (2) устойчивы по Якоби, если и только если действительные части 
собственных значений тензора i

jP  всюду строго отрицательны, и не-
устойчивы по Якоби в противном случае. 

Постановка обратной задачи. Обратная задача вычислительной диа-
гностики в рамках выбранной математической модели описывается опе-
раторным уравнением 
 ,Ax y  ,x X  ,y Y  

где A  — компактный линейный оператор, действующий из X в Y;  
X, Y — гильбертовы пространства. Правая часть возмущенного опера-
торного уравнения представляет собой приближенные входные данные 

,y  определенные по результатам эксперимента. Предполагается, что по-
грешность задания входной информации  известна и имеет место 

  .y y  Требуется определить устойчивые приближенные решения 

по заданной приближенно информации .y  Существенно, что во многих 
приложениях обратные задачи являются некорректно поставленными. 
Далее реализуется подход, основанный на методе регуляризации [12, 13]. 

Приближенное решение рассматриваемой обратной задачи предпо-
лагает поиск минимума функционала Тихонова 

 
2 2( )     ,XY

J x Ax y x  

где 
2

  
Y

Ax y  — функционал невязки (квадрат нормы в пространстве 

);Y  2  Xx  — стабилизирующий функционал;  — параметр регуляри-
зации, 0.  Регуляризованное решение задачи минимизации: 
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 arg min ( ).
x X

x J x  

Система Лоренца. Рассматривается применение теории ККЧ к си-
стеме дифференциальных уравнений, связанных с механикой жидкости. 
Исследуется система Лоренца, описываемая системой трех нелинейных 
обыкновенных дифференциальных уравнений [16] 

 1 ,dX X Y
dt

 ,dY XZ X Y
dt

 ,dZ XY Z
dt

 

где X  — координата, представляющая собой поле скоростей; ,Y  Z  — коор-
динаты, представляющие собой поле температур; , ,  — некоторые 
свободные параметры. Представленные обыкновенные дифференциальные 
уравнения аппроксимируют систему дифференциальных уравнений в част-
ных производных, описывающих конвекцию (с конечной амплитудой)  
в слое жидкости, подогреваемой снизу. Параметры ,  и  интерпрети-
руются с физической точки зрения как число Прандтля, нормализован- 
ное число Рэлея и геометрический фактор (содержит информацию о гео-
метрии конвективной ячейки) соответственно. Существенно, что система 
уравнений Лоренца является детерминированной, однако ее решение де-
монстрирует хаотическое поведение при ( 3) /( 1)   

и  1.  После ввода обозначений 1,X X  1,X Y  2,Z X  2,Z Y  
3Y X  система Лоренца может быть представлена уравнениями вида (2): 

 
2

2 2 ( , ) 0,
i

i i id X G X Y
dt

 1,  2.i  

В контексте анализа устойчивости по Якоби в [16] указаны следую-
щие точки равновесия динамической системы Лоренца: 0(0,  0),S  если 

1,  а также ( 1),   1S  и ( 1),   1 ,S  если 1.  
Далее рассматривается точка равновесия ,S  1:  в этом случае компо-
ненты тензора кривизны отклонения определяются как 

 1 2
1

1( ) (1 ) ,
4

P S  1
2 ( ) ( 1),P S  

 
2

2
1

( 1)[( 7 1) 1)]
( ) ,

4
P S   2 2

2 ( ) ( 1).P S  

Теорема [16]. Если свободные параметры ,  1  и  системы  
Лоренца удовлетворяют одновременно условиям 
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2( 1) ( 1) / 4 0   

и  

 [ 7 ( 9)] 2 ( 1)( 1) / 4 0,  

то точки равновесия ( 1),   1S  и ( 1),   1S  систе-
мы Лоренца устойчивы по Якоби; в противном случае эти точки равно-
весия неустойчивы по Якоби. 

Эллиптический маятник с управлением. Рассматривается примене-
ние теории ККЧ к системе обыкновенных дифференциальных уравне-
ний, описывающих динамическую систему с управлением. Исследуется 
система с двумя степенями свободы — эллиптический маятник, состоя-
щий из ползуна массой 1 ,m M  жесткого невесомого стержня длиной ,l  
а также материальной точки массой 2m m  на конце стержня. Для опи-
сания движения системы вводятся две обобщенные координаты: x  — 
перемещение ползуна вдоль горизонтальной направляющей;  — угол 
отклонения осевой линии стержня от вертикали. Управляющее входное 
воздействие представлено приложенной к ползуну активной силой .F  
После определения (регулярного) лагранжиана полученные с использо-
ванием уравнений Эйлера — Лагранжа (1) дифференциальные уравнения 
движения, линеаризованные в окрестности положения равновесия 
( 0;x  0),  имеют вид [17]: 

 1 ,mgx F
M M

 ( ) 1 ,M m g F
Ml Ml

 (4) 

где g  — ускорение свободного падения, g  = 9,81 м/с. Управляющее воз-
действие задано в виде 1 2 3 4( ),F K x K x K K  ,iK  1, , 4i  — ко-
эффициенты усиления обратной связи. 

Показано в [17], что система (4) является управляемой и, следова-
тельно, существуют соответствующие коэффициенты усиления обратной 
связи. В частности, для рассматриваемой системы заданы следующие 
(стандартные) параметры и коэффициенты усиления: 1 0, 6m  кг; 

2 0, 4m  кг; 1l  м; 3 8K  H/рад; 4 10K  H  c/рад. 
Исследуется устойчивость по Якоби линеаризованной динамической 

системы (с двумя степенями свободы), описываемой дифференциальны-
ми уравнениями второго порядка: 

 
2

2 0,
i j

i i j
j j

d x dxa b x
dtdt

 , 1,  2,i j  
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где i
ja  и i

jb  заданы с помощью постоянных коэффициентов уравнения (4). 
Локальные коэффициенты нелинейной связности, кривизны нулевой связ-
ности и связности Бервальда имеют вид  

 1 ,
2

i i
j jN a  1 ,

2
i i
j jZ b  0.i

jkG  

Компоненты первого и второго (тензора кривизны отклонения) ин-

вариантов системы определены в форме [17] 1 ,
2

i i j i j
j ja y b x  i

jP  

1 ,
4

i i k
j j jb a a   при этом 

 
22 2 4 11

1 2
( ) 4 ,

4
l K K K lMKP

lM
 

22 4 4 31
2 2

( ) 4 ( ) ,
4

lK K K lM K mgP
lM

 

 
22 4 2 12

1 2 2
( ) 4 ,
4

K K l K lMKP
l M

 
24 2 4 32

2 2 2
( ) 4 { ( ) } .

4
K lK K lM K M m gP

l M
 

Гибридные алгоритмы глобальной оптимизации. Гибридные методы 
глобальной недифференцируемой оптимизации структурно объединяют 
стохастические методы сканирования пространства переменных и проце-
дуры локального поиска. Подход к решению задач глобальной и локальной 
оптимизации с использованием методов прямого поиска представлен  
в [18]. Некоторые современные методы решения задач локальной недиф-
ференцируемой оптимизации описаны в [19–21]. Обзор актуальных де-
терминированных и стохастических методов глобальной оптимизации 
приведен в [22, 23]. Гибридный подход к решению задач глобальной опти-
мизации (в том числе при наличии ограничений) представлен в [24–27]. 

В настоящей работе используется два новых гибридных алгоритма 
глобальной недифференцируемой оптимизации: 

1) QOM-PCALMSI объединяет стохастический кратный алгоритм 
QOM-PCA столкновения частиц (с построением квазиоппозиций) [25]  
в фазе сканирования пространства переменных и детерминированный 
алгоритм LMSI, реализующий метод линеаризации с построением сгла-
живающих аппроксимаций и итерационным уточнением в фазе локаль-
ного поиска [28]; 

2) RBM-PCALMSI объединяет стохастический кратный алгоритм 
RBM-PCA столкновения частиц (с выборкой на основе вращений) [26]  
и алгоритм LMSI [28]. 

Численные примеры. Пример 1. Предполагается, что по результатам 
анализа экспериментальных данных для системы Лоренца установлены 
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приближенные собственные значения тензора кривизны отклонения: 
*1 104,1;  *2 67, 8.  Приведенная косвенная информация, полученная 

моделированием системы Лоренца при стандартных значениях ее пара-
метров, представляет входные данные для решения обратной задачи. От-
носительная погрешность входных данных не превышает 0,1 %. Свобод-
ными переменными являются относительные (определяемые в процен-
тах) величины 1 2 3,  ,  ,x x x  соответствующие искомым параметрам 

,  ,  .  Критериальная функция рассматриваемой обратной задачи 
определена как  

 
2 22

2
1

( ) ( ) ,i i
i

F x f x x  

где ,  ( )i if x  — весовой коэффициент и частный критерий, соответству-
ющие i-му собственному значению ,i  *( ) ( ( )),i i if x x  1,  2;i   — 
параметр регуляризации; 3R .x  

При решении используется гибридный алгоритм QOM-PCALMSI. Из-
менение свободных переменных ,ix  1, , 3,i  при возрастании числа 
итераций в заключительной фазе локального поиска показано на рис. 1, а, 
соответствующее изменение значений критериальной функции ( )F x   
и нормы ( )Nr w  (w  — вектор направления поиска) — на рис. 1, б.  
По завершении 24 итераций получено: 24

1 69, 75x  %, 24
2 74,14x  %, 

24
3 66, 67x  %. Восстановленные значения параметров системы равны: 

9, 921;  28,345;  2, 667.  Наибольшая относительная погрешность 

Рис. 1. Изменения значений свободных переменных  (1),  (2) и  (3) (а), 
критериальной функции  (1) и нормы вектора направления поиска  

 (2) (б) при возрастании числа итераций  
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решения (определяется восстановленным значением параметра  ) здесь 
не превышает 1,3 %. Вычислены параметры системы Лоренца, значения 
которых близки к стандартным: * 10;  * 28;  * 2, (6).  

Пример 2. Предполагается, что по результатам анализа эксперимен-
тальных данных для эллиптического маятника с управлением установле-
ны следующие приближенные собственные значения тензора кривизны 
отклонения: *

1 18, 33;  *
2 105, 76  (получены моделированием управ-

ляемой системы при стандартных значениях ее параметров). Относи-
тельная погрешность входных данных не превышает 1,0 %. Требуется 
восстановить значения параметров системы, при этом свободными пере-
менными являются нормированные величины: 1x  (соответствует массе 
m  материальной точки), а также ,ix  соответствующие коэффициентам 
усиления обратной связи 1,iK  2, , 4;i  4R .x  

При решении используется гибридный алгоритм RBM-PCALMSI. 
Сходимость решения в заключительной фазе локального поиска по-
казана на рис. 2. По завершении 11 итераций получено: 11

1 0, 9673;x  
11
2 0, 9922;x  11

3 0, 99997;x  11
4 1, 0336.x  Восстановленные приближен-

ные значения параметров системы равны 0, 3877m  кг; 1 39, 688;K  
2 24, 9993;K  3 8, 269.K  Наибольшая относительная погрешность ре-

шения (определяется значением коэффициента усиления 3)K  не превы-
шает 3,4 %. 

Рис. 2. Изменения значений свободных переменных 1x  (1), 2x  (2), 3x  (3)  
и 4x  (4) (а), критериальной функции ( )F x  (1) и нормы вектора направления 

поиска ( )Nr w  (2) (б) при возрастании числа итераций iterN  
 
Выводы. Рассмотрены задачи вычислительной диагностики неустой-

чивых по Якоби динамических систем, связанные в рамках теории  ККЧ  
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с определением второго геометрического инварианта. Предложена мето-
дика восстановления характеристик систем по собственным значениям 
тензора кривизны отклонения. Представлены новые гибридные алгорит-
мы глобальной оптимизации. Проведено модельное восстановление ха-
рактеристик системы Лоренца и динамической системы с управлением. 
Точность приближенных решений согласована с точностью задания 
входной информации. 
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Abstract Keywords 
The study focuses on the problems of restoration and 
analysis of free parameters of dynamical systems from 
indirect, approximately given information. In the con-
text of the Kosambi — Cartan — Chern theory, a geo-
metric description of the time-evolution of the system 
is introduced. Five geometric invariants are determined 
for the system under study. The eigenvalues of the sec-
ond invariant estimate the Jacobi stability of the system. 
Such a study is of interest in practical applications, where 
it is required to identify the regions in which both Lya-
punov stability and Jacobi stability occur simultaneously. 
The inverse problem of computational diagnostics of the 
system is formulated for approximately given eigenval-
ues of the second invariant. The solution to the regular-
ized inverse problem is determined using an optimiza-
tion approach. Scalar criterion functions are assumed 
to be continuous, multidimensional, locally Lipschitzian, 
and not necessarily everywhere differentiable. When 
searching for global solutions, we used new hybrid algo-
rithms that integrate stochastic algorithms for scanning 
the space of variables and a deterministic local minimi-
zation procedure. The numerical scanning procedure 
is implemented with the use of two modified versions: 
quasi-opposition-based and rotation-based learning 
mechanisms. In the phase of local search, two-parameter 
smoothing approximations of criterion functions 
are introduced. Examples of solving problems of compu-
tational diagnostics of Jacobi unstable dynamical systems 
are given: the Lorentz system and a controllable elliptical 
pendulum 

Dynamical system, control, 
Jacobi stability, geometrical 
invariant, computational diag-
nostics, global optimization, 
hybrid algorithm 
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